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Развитие методов поиска простых чисел, основанных на эффективных алго-
ритмах просеивания, имеет огромное фундаментальное и прикладное значение
для решения проблем обеспечения информационной безопасности. Рассмотрена
модель формирования простых чисел, основанная на применении метода сим-
метричной кольцевой факторизации к отбору составных чисел и обобщении
теоремы о полном множестве простых чисел.
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Введение. При решении задачи нахождения полного множества
простых чисел на определенном отрезке натурального ряда во мно-
гих современных алгоритмах используется предварительный отбор
составных чисел [1–3]. При этом для предварительного отбора со-
ставных чисел, как правило, применяется метод кольцевой фактори-
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зации [4]. Суть метода заключается в следующем: перемножаются не-
сколько первых простых чисел, идущих подряд (математическая опе-
рация, известная как примориал), например, 3# = 2×3 = 6, 5# = 2×
× 3× 5 = 30, 7# = 2× 3× 5× 7 = 210 и т.д. Затем строится таблица
с числом столбцов, равным полученному примориалу, ячейки которой
нумеруются по порядку (рисунок) [5]. При этом для обобщения доба-
влена кольцевая факторизация для 2# = 2. В построенных таблицах
выделим столбцы, которые начинаются с единицы, с простых чисел,
не участвовавших в получении примориала, а также со всевозможных
произведений этих простых чисел, меньших примориала.

Согласно методу кольцевой факторизации, в неотмеченных столб-
цах находятся только составные числа, за исключением всех участ-
вовавших в получении примориала простых чисел (расположены в
первых строках таблиц).

Далее исключим из рассмотрения неотмеченные столбцы, при этом
учитывая все участвовавшие в получении примориала простые числа.
Очевидно, что в отмеченных столбцах находятся простые числа, а так-
же единица и оставшиеся после предварительного отбора составные
числа. Определим понятие “порядок кольцевой факторизации”.

Определение 1. Порядок кольцевой факторизации — число со-
множителей примориала, используемого при построении соответ-
ствующей таблицы предварительного отбора составных чисел.

Метод кольцевой факторизации позволяет отсеять значительную
часть составных чисел: для 3# отсеивается 66,66 % всех составных
чисел; для 7# — более 77 %; для 251# — около 90 %.

На следующем этапе для исключения оставшихся составных чи-
сел применяют различные алгоритмы, например, решето Эратосфена,
решето Аткина и др., а также современные алгоритмы, основанные
на индексном представлении составных чисел в натуральном ряде [1,
4–6]. Сравнение быстродействия индексного алгоритма с решетом Ат-
кина, из результатов которого следует, что индексный алгоритм на
исследованном отрезке натурального ряда работает в 12 раз быстрее
проведено в работе [7].

Табличное отображение кольцевой факторизации для 2# (а), 3# (б) и 5# (в)
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Примем следующие обозначения: N0 — множество всех натураль-
ных чисел и {0}; N — множество всех натуральных чисел; {q} —
множество всех простых и составных чисел; {c} — множество всех
составных чисел; {p} — множество всех простых чисел.

Для нумерации простых чисел подряд по возрастанию используем
левый верхний индекс: 1p = 2; 2p = 3; 3p = 5; 4p = 7 и т.д. Отметим,
что 1 является единственным натуральным числом, не являющимся
ни простым, ни составным, т.е. {q} = N\{1}.

Представление составных чисел через простой сомножитель.
Согласно основной теореме арифметики, каждое натуральное число
n > 1 единственным образом представимо в виде

n =

k∏

i=1

pαii , (1)

где k ∈ N; p1 < p2 < . . . < pk — упорядоченные по возрастанию
простые числа; α1, α2, . . . , αk ∈ N. Представление числа n в виде (1)
называется его каноническим разложением.

Используя каноническое разложение для составных чисел, нетруд-
но показать, что верно утверждение о единственном представлении
составного числа через его наименьший простой делитель.

Утверждение 1. Каждое составное число единственным образом
представимо в виде

c = p1q, (2)

где p1 — наименьший простой делитель c; величина q удовлетворяет
условию p1 ≤ q.

Сформулируем утверждение о представлении составных чисел че-
рез их простые делители.

Утверждение 2. Каждое составное число представимо в виде

c = pq, (3)

где p — простой делитель c : p ≤
√
c; величина q удовлетворяет

условию p ≤ q.
Существование представления (3) следует напрямую из предста-

вления (2). При этом условие p ≤
√
c для c = pq следует из условия

p ≤ q.
Отметим, что представление составных чисел через их простые де-

лители (3) не всегда является единственным для конкретного состав-
ного числа, однако применимо для каждого его простого делителя, не
превышающего

√
c.

Обобщение теоремы о полном множестве простых чисел.
Определим индексы i, j, k ∈ N. Введем следующие обозначения:
{q+12k } = {2k + 1} — множество всех нечетных чисел (за исключени-
ем 1); {c+12j } = {2j +1} — множество всех нечетных составных чисел;
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{p+12i } = {2i+1} — множество всех простых чисел (за исключением 2).
При этом k принимает все значения натурального ряда, а индексы i
и j принимают все значения натурального ряда таким образом, что
индекс i принимает те значения, которые не принимает индекс j, а
индекс j принимает те значения, которые не принимает индекс i.

Теорема о полном множестве простых чисел вида {6i ± 1}, осно-
ванная на кольцевой факторизации второго порядка для предваритель-
ного отбора составных чисел, сформулирована и доказана в работе [1].
Сформулируем и докажем обобщенную теорему о полном множестве
простых чисел, основанную на кольцевой факторизации первого по-
рядка.

Теорема 1. Полное множество простых чисел является объеди-
нением {2} и множества {p+12i }, которое формируется путем вычи-
тания из множества {q+12k } подмножества {c+12j } чисел, определяемых
по уравнению

c+1
p+12i
= p+12i p

+1
2i + p

+1
2i 2m, (4)

где m ∈ N0; i ∈ N.
J Поскольку нечетные составные числа не делятся на 2, в соответ-

ствии с соотношением (3), представляющем составные числа через их
простые делители, каждое нечетное составное число c+12j может быть
представлено в виде

c+1
p+12i
= p+12i q

+1
2k = (2i+ 1)(2k + 1), (5)

где p+12i — простой делитель c+1
p+12i

; p+12i ≤ q
+1
2k .

Следовательно, i ≤ k. Введем индекс m ∈ N0: m = k − i. Тогда
соотношение (5) может иметь вид

c+1
p+12i
= (2i+ 1)(2(i+m) + 1) = (2i+ 1)2 + (2i+ 1)2m. (6)

Соотношение (6) идентично соотношению (4). Таким образом, ка-
ждое нечетное составное число c+12j может быть представлено в ви-
де соответствующего члена как минимум одной аддитивной после-
довательности (4). Следовательно, полное множество простых чисел
является объединением {2} и множества {p+12i }, которое формирует-
ся путем вычитания из множества {q+12k } подмножества {c+12j } чисел,
определяемых по уравнению (4). I

Переход к симметричному виду кольцевой факторизации.
Пусть np — n-е простое число. При исключении из отрезка натурально-
го ряда [1; np#] чисел, равных и кратных числам 1p,2 p, . . . ,n p, в нем
останутся числа из первой строки таблицы кольцевой факторизации
n-го порядка. При этом первая строка таблицы кольцевой факториза-
ции первого порядка имеет 2 − 1 = 1 число, первая строка таблицы
кольцевой факторизации второго порядка — (2−1)×(3−1) = 2 числа,
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первая строка таблицы кольцевой факторизации третьего порядка —
(2 − 1) × (3 − 1) × (5 − 1) = 8 чисел и т.д. Определим функцию
запаздывающего примориала (retarded primorial).

Определение 2. Функция запаздывающего примориала аргумента
n ∈ N :

np#−1 =
n∏

i=1

{
ip− 1

}
. (7)

Отметим, что исследование асимптотики функции запаздывающе-
го примориала представляет собой отдельную задачу.

При исключении из отрезка натурального ряда [1; np#] чисел, рав-
ных и кратных 1p,2 p, . . . ,n p, в нем, согласно (7) останется np#−1 чисел
из первой строки таблицы кольцевой факторизации n-го порядка.

Определим параметр s как следующую функцию от аргумента
n ∈ N:

n = 1 : s = 0;
n ≥ 2 : s = np#−1/2− 1.

(8)

Сформулируем и докажем теорему о симметричном представлении
кольцевой факторизации второго и более старших порядков.

Теорема 2. Таблица кольцевой факторизации n-го порядка (n ≥ 2)
имеет np#−1 столбцов, числа в которых представимы в виде
{np#k ±n0 q}, {

np#k ±n1 q}, . . . , {
np#k ±nr q}, . . . , {

np#k ±ns q},
где k — номер строки таблицы кольцевой факторизации, k ∈ N;
n
0q = 1;

n
1q, . . . ,

n
r q, . . . ,

n
s q — не участвовавшие в получении np#

простые числа и их произведения, меньшие np#/2 и записанные по
возрастанию; s (8) — количество простых чисел и их произведений на
интервале (np; np#/2); r ∈ {0; 1; . . . ; s}.
J Таблица кольцевой факторизации n-го порядка имеет np#−1 (7)

столбцов, так как первая строка этой таблицы имеет столько же чисел.
Число np# по определению кратно числам 1p, 2p, . . . , np, отсюда на
отрезке натурального ряда [1; np#] следует симметричность располо-
жения чисел, равных и кратных числам 1p, 2p, . . . , np, относительно
np#/2 (∀n ∈ N np#

... 2). Таким образом, числа первой строки табли-
цы кольцевой факторизации n-го порядка также имеют симметричное
расположение относительно np#/2.

Поскольку при n ≥ 2 количество чисел первой строки таблицы
кольцевой факторизации n-го порядка будет четным, эти числа пред-
ставимы в виде {np#±n0 q}, {

np#±n1 q}, . . . , {
np#±nr q}, . . . , {

np#±ns q},
где n0q = 1;

n
1q, . . . ,

n
r q, . . . ,

n
s q — не участвовавшие в получении np#

простые числа и их произведения, меньшие np#/2 и записанные по
возрастанию; s(8) — количество простых чисел и их произведений на
интервале (np; np#/2); r ∈ {0; 1; . . . ; s}.
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Каждая следующая строка таблицы увеличивает значения чисел в
столбцах на np#, следовательно, числа в k-й строке таблицы коль-
цевой факторизации n-го порядка представимы в виде {np#k ±n0 q},
{np#k ±n1 q}, . . . , {

np#k ±nr q}, . . . , {
np#k ±ns q}. I

Определим индексы i, j, k ∈ N. Введем следующие обозначения:
{qnp#k} — множество всех простых и составных чисел, не равных и не
кратных числам 1p, 2p, . . . , np ; {c np#j} — множество всех составных
чисел, не кратных числам 1p, 2p, . . . , np ; {pnp#i} — множество всех
простых чисел, кроме чисел 1p, 2p, . . . , np.

В соответствии с теоремой о симметричном представлении коль-
цевой факторизации второго и более старших порядков, множество
{qnp#k} можно разбить на np#−1 подмножеств. Представим данные
подмножества в виде матрицы 2× (s+ 1)(8):

{
q
−n0 q

np#k

}{
q
−n1 q

np#k

}
. . .

{
q
−nr q

np#k

}
. . .

{
q
−ns q

np#k

}

{
q
+n0 q

np#k

}{
q
+n1 q

np#k

}
. . .

{
q
+nr q

np#k

}
. . .

{
q
+ns q

np#k

} . (9)

Здесь r ∈ {0; 1; . . . ; s}; ∀n ≥ 2, k принимает все значения натураль-
ного ряда для каждого элемента матрицы подмножеств (9) {qnp#k} ,
элементы которой представимы как

q±
n
r q

np#k
= np#k ± n

r q;

c±
n
aq

np#j
= np#j ± n

aq;

p
±nb q
np#i =

np#i± n
b q,

(10)

при этом a, b ∈ {0; 1; . . . ; s}; знаки в левой и правой частях в каждом
соотношении (10) расставлены соответственно; ∀n ≥ 2 при a = b для
одинаковых знаков второго и третьего соотношений (10); индексы i
и j совместно принимают все значения натурального ряда так, что
индекс i принимает те значения, которые не принимает индекс j, а
индекс j — те значения, которые не принимает индекс i. Таким образом,
множество {cnp#j} также можно разбить на np#−1 подмножеств в виде
матрицы 2× (s+ 1)

{
c
−n0 q

np#j

}{
c
−n1 q

np#j

}
. . .

{
c
−naq

np#j

}
. . .

{
c
−ns q

np#j

}

{
c
+n0 q

np#j

}{
c
+n1 q

np#j

}
. . .

{
c
+naq

np#j

}
. . .

{
c
+ns q

np#j

} ,

а множество {pnp#∙i} — на np#−1 подмножеств в виде матрицы 2 ×
× (s+ 1)

{
p
−n0 q

np#i

}{
p
−n1 q

np#i

}
. . .

{
p
−nb q

np#i

}
. . .
{
p
−ns q

np#i

}

{
p
+n0 q

np#i

}{
p
+n1 q

np#i

}
. . .
{
p
+nb q

np#i

}
. . .

{
p
+ns q

np#i

} .
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Поскольку принадлежащие множеству {cnp#j} составные числа не
делятся на 1p, 2p, . . . , np, в соответствии с соотношением (3) каждое
принадлежащее множеству {cnp#j} составное число c

±naq

np#j
может быть

представлено в виде:

∀n ∈ N, ∀a ∈ {0; 1; . . . ; s};

∃ i, k ∈ N, b, r ∈ {0; 1; . . . ; s};

c
±naq

np#j
= p

±nb q

np#i
q
±nr q

np#k
,

где p
±nb q

np#i
— простой делитель c

±naq

np#j
, при этом p

±nb q

np#i
≤ q

±nr q

np#k
.

Заключение. Обосновано симметричное представление кольце-
вой факторизации при отборе составных чисел и приведено доказа-
тельство соответствующей теоремы. Полученные оценки показывают,
что использование симметричного алгоритма поиска простых чисел
по сравнению с несимметричным алгоритмом позволяет ускорить вре-
мя расчета. Например, для факторизации числа RSA-768, длившейся
около 20 месяцев, симметричный алгоритм потребовал около 20 дней
работы используемого не самого мощного вычислительного кластера.
Кроме того, предварительные исследования показывают, что исполь-
зование симметричного алгоритма по сравнению с несимметричным
алгоритмом позволяет на разных интервалах натурального ряда в диа-
пазоне до 1012 ускорить время расчета на 3. . . 7 %.

Усовершенствована модель поиска простых чисел, основанная на
применении метода кольцевой факторизации и обобщении теоремы о
полном множестве простых чисел при отборе составных чисел. Полу-
чены важные фундаментальные и прикладные результаты, использова-
ние которых позволяет более эффективно решать задачи обеспечения
информационной безопасности [2, 3, 8, 9].
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