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Рассмотрены критерии управляемости линейной многомерной системы: ранго-
вый критерий Калмана; модальный (частотный) критерий Попова – Белевича –
Хотиса; критерий, когда для управляемости необходимо и достаточно невы-
рожденности ленточной матрицы управляемости. Приведены утверждения,
устанавливающие эквивалентность ленточных условий управляемости линей-
ной многомерной системы и условий разрешимости линейного полиномиально-
го матричного уравнения Сильвестра относительно полиномиальной матрицы
степени n − 2. Даны дуальные утверждения для критериев наблюдаемости.
На практическом примере показано применение разработанного подхода к ли-
нейным динамическим системам.
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In the paper the following controllability criteria of linear multidimensional systems
are considered: Kalman rank criterion; Popov – Belevich – Hautus modal (frequency)
test, when nondegeneracy of the controllability band matrix is necessary and sufficient
for a controllable system. The statements determining the equivalence of band
controllability conditions of a linear multidimensional system and the solvability
conditions of the Sylvester linear polynomial matrix equation relatively to polynomial
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given. The application of the developed method to linear dynamic systems is shown
in practice.

Keywords: controllability criterion, observability criterion, linear multidimensional
system, Sylvester polynomial equation.

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 14-11-00046).

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2016. № 1 51

mailto:nezubov@bmstu.ru
mailto:Nikolay.Zubov@rsce.ru
http://m.sh/
mailto:nezubov@bmstu.ru
mailto:Nikolay.Zubov@rsce.ru


Введение. Для анализа управляемости линейной многомерной си-
стемы со стационарными параметрами

σx(t) = Ax(t) +Bu(t), (1)

где x(t) ∈ Rn — вектор состояния; u(t) ∈ R — скалярное управле-
ние; σx(t) = ẋ(t) — оператор дифференцирования по времени или
σx(t) = x(t + 1) — оператор сдвига во времени; R — множество
вещественных чисел. Используются два критерия (теста): 1) ранго-
вый критерий Калмана; 2) модальный (частотный) критерий Попова –
Белевича – Хотиса.

Согласно критерию Калмана, для управляемости (1) необходимо и
достаточно, чтобы матрица

(
B AB ∙ ∙ ∙ An−1B

)
∈ Rn×n (2)

была обратима [1], т.е. rank
(
B AB ∙ ∙ ∙ An−1B

)
= n, или

det
(
B AB ∙ ∙ ∙ An−1B

)
6= 0.

В модальном (частотном) критерии Попова – Белевича – Хотиса,
в котором для управляемости (1) требуется полнота ранга n матриц
(сингулярного пучка матриц) [2]

(
A− λjIn B

)
∈ Cn×(n+1), где

λj ∈ {λ ∈ C : det (A− λIn) = 0} — элементы спектра (множества
собственных значений матрицы A); C — множество комплексных чи-
сел (комплексная плоскость).

В работе [3] предложен критерий, когда для управляемости (1) не-
обходимо и достаточно невырожденности ленточной матрицы упра-

вляемости размером n(n− 1)× n(n− 1):









B⊥LA 0 0 ∙ ∙ ∙ 0

B⊥L B⊥LA 0 ∙ ∙ ∙ 0

0 B⊥L B⊥LA ∙ ∙ ∙ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ∙ ∙ ∙ B⊥L









, (3)

т.е.

rank










B⊥LA 0 0 ∙ ∙ ∙ 0

B⊥L B⊥LA 0 ∙ ∙ ∙ 0

0 B⊥L B⊥LA ∙ ∙ ∙ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ∙ ∙ ∙ B⊥L









= n(n− 1),
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или

det










B⊥LA 0 0 ∙ ∙ ∙ 0

B⊥L B⊥LA 0 ∙ ∙ ∙ 0

0 B⊥L B⊥LA ∙ ∙ ∙ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ∙ ∙ ∙ B⊥L









6= 0. (4)

ЗдесьB⊥L ∈ R
(n−1)×n — левый делитель нуля вектора B, удовлетворяю-

щий однородному уравнению [4] B⊥LB = 0(n−1)×1, имеющий размеры
(n− 1)× n и максимальный ранг n− 1.

Основная цель работы — установление эквивалентности условий
управляемости линейной многомерной системы на основе ленточной
матрицы (2) и условий разрешимости линейного полиномиального
матричного уравнения. В силу дуальности свойств управляемости си-
стемы (1) и наблюдаемости системы

σx(t) = Ax(t), y(t) = Cx(t), (5)

где y(t) ∈ R — скалярный выход, конечные результаты по аналогии
распространяются на задачу анализа наблюдаемости.

Управляемость. Линейным полиномиальным матричным уравне-
нием относительно неизвестной матрицы Y (λ) называется уравне-
ние [5]

(F 0 + λF 1)Y (λ) = 0, (6)

где F i ∈ Rm×n, i = 1, 2 — заданные матрицы.

Матрица Y (λ) представляет собой правое полиномиальное нуль-
пространство линейного пучка матриц F 0 + λF 1 или, другими слова-
ми, правый делитель нуля этой матрицы. Если требуется определить
решение матрицы Y (λ) в виде

Y (λ) = Y 0 + λY 1 + . . .+ λ
δ(Y )Y δ(Y ), (7)

где δ(Y ) — заданное натуральное число (заданная степень), тогда от
уравнения (6) переходят к эквивалентной записи [5, 6]










F 0 0 ∙ ∙ ∙ 0
F 1 F0 ∙ ∙ ∙ 0

0 F 1
. . .

...
...

...
. . . F 0

0 0 ∙ ∙ ∙ F 1

















Y 0
Y 1
...

Y δ(Y )







= 0.
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Матрицу

S =










F 0 0 ∙ ∙ ∙ 0
F 1 F 0 ∙ ∙ ∙ 0

0 F 1
. . .

...
...

...
. . . F 0

0 0 ∙ ∙ ∙ F 1










(8)

называют матрицей Сильвестра.
Справедлива лемма [7].
Лемма. Для разрешимости линейного полиномиального матрично-

го уравнения (6) относительно матрицы Y (λ) с заданной степе-
нью δ(Y ) необходимо и достаточно неполноты ранга по столбцам
матрицы Сильвестра (8).

Следовательно, полнота ранга по столбцам матрицы Сильвестра (8)
гарантирует отсутствие решения уравнения (6) относительно матрицы
Y (λ) (7) с заданным числом δ(Y ).

Сравнивая матрицы (3) и (8), нетрудно прийти к выводу, что эти
матрицы имеют совпадающую (эквивалентную) структуру. На осно-
вании этого факта, а также справедливости приведенной леммы сфор-
мулируем теорему.

Теорема 1. Для неуправляемости многомерной линейной систе-
мы (1) необходимо и достаточно разрешимости линейного полиноми-
ального матричного уравнения

(
B⊥LA+ λB

⊥
L

)
Y (λ) = 0 (9)

относительно матрицы

Y (λ) = Y 0 + λY 1 + . . .+ λ
n−2Y n−2. (10)

Обратная теорема: для управляемости многомерной линейной систе-
мы (1) необходимо и достаточно неразрешимости линейного полино-
миального матричного уравнения (9) относительно матрицы (10).
J Воспользовавшись сравнением матриц (3) и (8), сопоставим за-

даче (4) линейное полиномиальное уравнение (9). Ясно, что согласно
лемме уравнение (9) будет разрешимо с заданной степенью n−1, если
и только если

det










B⊥LA 0 0 ∙ ∙ ∙ 0

B⊥L B⊥LA 0 ∙ ∙ ∙ 0

0 B⊥L B⊥LA ∙ ∙ ∙ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ∙ ∙ ∙ B⊥L









= 0,

но это соответствует неуправляемости линейной системы (1).
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Сделаем замечание: поскольку левый делитель нуля B⊥L матрицы
B определяется с точностью до некоторой обратимой матрицы T раз-
мером (n−1)× (n−1) [4], то уравнению (9) может быть поставлено в
соответствие множество уравнений вида T

(
B⊥LA+ λB

⊥
L

)
Y (λ) = 0.

Это, очевидно, никак не влияет в алгебраическом смысле на усло-
вия разрешимости, но может оказать существенное влияние на вычи-
слительные особенности задачи, поскольку в этом случае возникает
возможность определенного влияния на обусловленность изучаемых
матриц. I

Наблюдаемость. Одна из модификаций ленточного критерия на-
блюдаемости многомерной линейной системы (5) имеет вид [3]: для
наблюдаемости линейной системы (5) необходимо и достаточно, что-
бы

rank










AC⊥R C⊥R 0 ∙ ∙ ∙ 0

0 AC⊥R C⊥R ∙ ∙ ∙ 0

0 0 AC⊥R ∙ ∙ ∙ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ∙ ∙ ∙ C⊥R









= n(n− 1),

или

det










AC⊥R C⊥R 0 ∙ ∙ ∙ 0

0 AC⊥R C⊥R ∙ ∙ ∙ 0

0 0 AC⊥R ∙ ∙ ∙ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ∙ ∙ ∙ C⊥R









6= 0,

где матрица называется ленточной матрицей наблюдаемости и имеет
размер n(n− 1) × n(n− 1); C⊥R — правый делитель нуля матрицы C,
удовлетворяющий уравнению CC⊥R = 01×(n−1) и имеющий размер n×
× (n− 1) и максимальный ранг n− 1 [4].

В силу дуальности задач управляемости и наблюдаемости [1, 2]
приведем без доказательства еще одну теорему.

Теорема 2. Для ненаблюдаемости многомерной линейной системы
(5) необходимо и достаточно разрешимости линейного полиномиаль-
ного матричного уравнения

X(λ)
(
AC⊥R + λC

⊥
R

)
= 0 (11)

относительно матрицы

X(λ) =X0 + λX1 + . . .+ λ
n−2Xn−2. (12)

Обратная теорема: для наблюдаемости многомерной линейной си-
стемы необходимо и достаточно неразрешимости линейного полино-
миального матричного уравнения (11) относительно матрицы (12).
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Пример. Пусть задана линейная система (1) с матрицами

A =




0 1 1
0 0 0
1 0 0



 , B =




0
1
0



 . (13)

Вычислим левый делитель нуля матрицы B из (13):B⊥L =

(
0 0 1
1 0 0

)

.

Теперь составим уравнение (9), в результате получим

(
B⊥LA+ λB

⊥
L

)
Y (λ) =

((
1 0 0
0 1 1

)

+

(
0 0 λ
λ 0 0

))

Y (λ) = 0,

(14)
где матрица Y (λ) имеет степень n− 2 = 1, т.е.

Y (λ) =




Y01
Y02
Y03



+ λ




Y11
Y12
Y13



 =




Y01 + λY11
Y02 + λY12
Y03 + λY13



 . (15)

Уравнение (15) неразрешимо, поскольку ленточная матрица




B⊥LA 0

B⊥L B⊥LA

0 B⊥L



 =











1 0 0
0 1 1

0

0 0 1
1 0 0

1 0 0
0 1 1

0
0 0 1
1 0 0











является невырожденной, что, в свою очередь, соответствует условию
полной управляемости линейной системы с матрицами (13).

Отметим, что уравнение (14) оказывается разрешимым, но уже
относительно матрицы Y (λ) степени n− 1 = 2:

Y (λ) =




0
1
1



+ λ




1
0
0



+ λ2




0
−1
0



 =




λ

1− λ2

1



 ,

что в таком случае является недостаточным.
Заключение. В статье приведены утверждения, согласно которым

существует взаимно однозначная связь между условиями управляемо-
сти и наблюдаемости линейной системы и условиями разрешимости
линейного полиномиального матричного уравнения Сильвестра отно-
сительно полиномиальной матрицы степени n− 2.
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