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Королëв, Московская обл., Российская Федерация
e-mail: Nikolay.Zubov@rsce.ru

Для математической модели продольного движения космического аппарата
в атмосфере Земли в отклонениях разработан ковариационный регулятор
в детерминированной постановке, обеспечивающий высокоточную обратную
связь. В основу синтеза регулятора положен ранее предложенный авторами
алгоритм синтеза ковариационного управления, который построен с использо-
ванием оригинальной декомпозиции модели движения космического аппарата.
Получены относительно простые аналитические формулы расчета ковариа-
ционного регулятора. Приведены результаты моделирования отслеживания
программной траектории спуска на отдельном участке полета.
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The paper introduces a covariance regulator in the deterministic formulation, which
is capable to maintain a high-precision feedback. This covariance regulator is
developed for the mathematical model of the longitudinal spacecraft motion in
the Earth’s atmosphere within divergences. The algorithm of covariance control
synthesis, previously developed by the authors, is considered the basis of the regulator
synthesis. This algorithm was developed with the help of original decomposition of
the spacecraft motion model. Relatively simple analytical formulae for calculating
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the covariance regulator are obtained. The results of the modelling of program
reentry trajectory tracking for an individual flight segment are presented.

Keywords: spacecraft, reentry in the Earth’s atmosphere, control, mathematical model
in divergences, covariance regulator.

Введение. Задача управления спуском космического аппарата (КА)
в атмосфере Земли чрезвычайно актуальна, поскольку из всех этапов
полета спуск остается самым динамически нагруженным. В этом слу-
чае главной задачей является обеспечение заданных значений пере-
грузки и тепловых режимов, а также обеспечение посадки в заданном
районе или в заданной точке поверхности Земли.

Цель работы — синтез высокоточной обратной связи, позволяю-
щей осуществлять отслеживание программной траектории спуска на
протяжении всей траектории полета.

В качестве уравнений продольного движения КА в атмосфере Зем-
ли будем использовать линеаризованные уравнения в отклонениях ви-
да [1–3]
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или в стандартной форме пространства состояний
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cx, cy — коэффициенты лобового сопротивления и подъемной силы;
V — текущая скорость движения КА; Vкр ≈

√
rg = 7850м/c2; r —

радиус Земли; g — ускорение силы тяжести; S и m — характеристиче-
ская площадь и масса КА; λ — логарифмический градиент плотности
атмосферы; ρ — плотность атмосферы.

Предполагается, что все состояния (1) доступны для непосред-
ственного наблюдения.

Алгоритм синтеза ковариационного управления. Для синтеза
управления объектом (1) воспользуемся алгоритмом, основанном на
построении так называемого ковариационного регулятора [4]. В соот-
ветствии с изложенным в работе [4] для системы (1), где, как было
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отмечено ранее, все состояния доступны для наблюдения и, следо-
вательно, для использования в обратной связи, ковариация состояния
замкнутой регуляторомK системы, обозначаемая как симметрическая
положительно определенная матрица X > 0, удовлетворяет следую-
щему уравнению Ляпунова:

(A+BK)X +X (A+BK)т +BBт = 0. (2)

В соответствии с функционалом Летова – Калмана

J =
1

2

∞∫

0

(xтQx+ uтRu) dt,

где Q и R — матрицы, и введением декомпозиции аналогично тому,
как это выполнено в работах [5–10], можно сформулировать алгоритм
задания ковариационной матрицы X > 0 и построения ковариацион-
ного регулятора. Рассмотрим его по шагам.

Первый шаг. 1.1. Для L = ceil (n/r) − 1 > 0 выполняется деком-
позиция системы (1) вида:

нулевой (исходный) уровень A0 = A, B0 = B, Q0 = Q;
первый уровень A1 = B

⊥
0A0B

⊥т
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= B⊥0Q0B
⊥т
0 ;
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⊥
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⊥
k−1Qk−1B

⊥т
k ;

L-й (конечный) уровень

AL = B
⊥
L−1AL−1B

⊥т
L−1, BL = B

⊥
L−1AL−1UL−1,∗,

QL = B
⊥
L−1QL−1B

⊥т
L−1.

(3)

Кроме выполнения декомпозиции системы для каждого уров-
ня помимо L-го уровня необходимо выполнить SVD-разложение
матриц Bi (с соответствующим нижним индексом) по формуле

B = UΣV т =
(
U ∗ U⊥

)
(
Σ
0

)

V т, при этом справедливы соот-

ношенияB⊥ = U т
⊥, B+ = V Σ−1U т

∗. Здесь U⊥ — матрица размером
n×(n−r), транспонирование которой дает левый полуортогональный
делитель нуля матрицыB;U ∗ — матрица размером n×r, участвующая
в вычислении псевдообратной матрицы Мура – Пенроуза.

Следует отметить, что в общем случае для полностью управляемой
системы (1) матрица BL из (3) будет иметь полный ранг по строкам
либо невырожденной, либо ненулевым скаляром. При этом матрица
B⊥L = 0. В противном случае (неполной управляемости) BL = 0.

1.2. Назначается матрица XL как произвольная положительно-
определенная матрица.
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1.3. Назначаются произвольная матрица ZL и произвольная ко-
соэрмитова матрица SL = −S

т
L, затем вычисляется ковариационный

регулятор для конечного уровня

KL = −
1

2
B+L (ALXL +XLA

т
L +QL)X

−1
L +

+B+LSLBLB
+
LX

−1
L + V L⊥ZL. (4)

1.4. Назначается произвольная положительно-определенная матри-
ца RL > 0 и обновляется матрица ковариации XL−1 по формуле
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(
UL−1,∗ B
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)
×

×
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т
L KLXL

XLK
т
L XL

)(
U т
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)

. (5)

Второй шаг. Пункты 1.3–1.4 повторяются для (L − 1)-го уровня
декомпозиции с получением выражений
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1

2
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(
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т
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) (
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)

. (7)

L-й шаг. Пункты 1.3–1.4 повторяются для первого уровня деком-
позиции с использованием выражений

K1 = −
1

2
B+1 (A1X1 +X1A

т
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(
I +B⊥т

1 B
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Конечный шаг. Формируется конечный регулятор

K0 =

(
1

2
B+0 (A0X0 +X0A

т
0 +Q0)×

×
(
In +B

⊥т
0 B

⊥
0

)
−B+0 SB0B

+
0

)

X−10 , (10)

где S — произвольная косоэрмитова матрица. Следует отметить, что
на каждом уровне декомпозиции должно соблюдаться следующее
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условие:

B⊥l (AlX l +X lA
т
l +Ql)B

⊥т
l = 0, l = 0,L. (11)

Ковариационный регулятор спуска. Для системы (1) с использо-
ванием выражений (4)–(10) для нулевого, первого и второго уровней
декомпозиции будем иметь:

а) матрицы нулевого уровня декомпозиции

A0 = A, B0 = B, B
⊥
0 =

(
1 0 0
0 0 1

)

, B+ =
(
0 −1 0

)
. (12)

Положительно определенную матрицуQ полагаем известной, име-
ющей диагональный вид

Q =




q1 0 0
0 q2 0
0 0 0



 . (13)

Сингулярное разложение матрицы B запишется так:

B0 = U 0Σ0V
т
0 =




0
−1
0



 =




0 1 0
−1 0 0
0 0 1








1
0
0



 (1) , (14)

т.е.

U 0,∗ =




0
−1
0



 , U 0⊥ =




1 0
0 0
0 1



 ; (15)

б) матрицы первого уровня декомпозиции

A1 = B
⊥
0A0B

⊥т
0 =

(
0 0
a31 0

)

,

B1 = B
⊥
0A0U 0,∗ =

(
−1
0

)

, Q1 = B
⊥
0Q0B

⊥т
0 =

(
q1 0
0 0

)

.

(16)

Сингулярное разложение матрицы B1:

B1 = U 1Σ1V
т
1 =

(
−1
0

)

=

(
−1 0
0 1

)(
1
0

)

(1) , (17)

или

U 0,∗ =

(
−1
0

)

, U 0⊥ =

(
1
0

)

; (18)

в) матрицы второго уровня декомпозиции имеют вид A2 =
= B⊥1A1B

⊥т
1 = 0, B2 = B

⊥
1A1U 1,∗ = −a31, Q2 = B

⊥
1Q1B

⊥т
1 = 0.

Назначим матрицу ковариации для второго уровня в видеX2 = x1.
Для простоты не будем строить множество решений и поэтому предпо-
ложим, что S2 = 0 и Z2 = 0. На основании (4) с учетом Q2 = A2 = 0
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ковариационный регулятор второго (конечного) уровня декомпозиции
равен нулю: K2 = 0.

Выберем произвольную положительно определенную скалярную
матрицу R1 = r1 и вычислим матрицу ковариации X1 в соответствии
с выражением (5):

X1 =
(
U 1,∗ B

⊥т
1

)
(
R2 0
0 X2

)(
U т
1,∗

B⊥1

)

=

(
r1 0
0 x1

)

.

Для первого уровня декомпозиции в соответствии с выражениями
(8), (16)–(18) вычислим ковариационный регулятор

K1 =

(
1

2
B+1 (A1X1 +X1A

т
1 +Q1)

(
In +B

⊥т
1 B

⊥
1

)
)

×

×X−11 =
( q1
2r1

a31r1

x1

)
.

Выберем произвольную положительно-определенную скалярную
матрицу R0 = r0 и вычислим матрицу ковариации X0 в соответствии
с выражениями (9), (12)–(15):

X0 =
(
U 0∗ B

⊥т
0

)
(
R1 +K1X1K

т
1 K1X1

X1K
т
1 X1

)(
U т
0,∗

B⊥0

)

=

=







r1 −0, 5q1 0

−0, 5q
q21 + 4r0r1
4r1

+
a231r

2
1

x1
−a31r1

0 −a31r1 x1





 .

Осуществим проверку, согласно которой на основании (11) будем

иметь B⊥ (AX +XAт +Q)B⊥т =

(
0 0
0 0

)

= 02×2. Таким обра-

зом, матрицаX удовлетворяет матричному уравнению (11) и выраже-
ние конечной формулы регулятора на основании (10) запишется как

K0 =

(
1

2
B+0 (A0X0 +X0A

т
0 +Q0)

(
In +B

⊥т
0 B

⊥
0

)
)

X−10 =

=
(
k011 k

0
12 k

0
13

)
, (19)

где

k011 =
a231r1

x1
+

1

16
q41 + 0, 5q

2
1r0r1 + 0, 25q2q1r

2
1 + r

2
0r
2
1 + a21r0r

3
1

r0r
3
1

,

k012 =
q1

2r1
+
q31 + 4q2r

2
1

8r0r21
, k013 =

a31 (q
3
1 + 4q2r

2
1)

8r0r1x1
.

(20)
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Проверка выполнения условия (2) дает

(A+BK)X +X (A+BK)т +BBт = 03×3,

где 03×3 — нулевая матрица размером 3 × 3. Следовательно, выраже-
ния (19) и (20) представляют собой аналитический ковариационный
регулятор задачи стабилизации программной траектории продольного
движения КА в атмосфере Земли.

Численный пример. В качестве примера рассмотрим задачу от-
слеживания программной траектории продольного движения КА в ат-
мосфере Земли со следующими значениями вектора состояния в от-
клонениях: x1 = 0,9; x2 = 0,0105; x3 = 0,4.

Все другие необходимые для моделирования параметры заимство-
ваны из численного решения системы уравнений

y′′ =
d2y

dz
= −
√
rλ
cy

cx
cos γT +

e2z − 1
y
;

ds

dz
=

1
√
rλy

при начальных значениях
√
rλ
cy

cx
cos γT = 7,

√
rλ = 30, y = 0,1,

z = 0,0001.
В качестве основного параметра настройки коэффициентов регуля-

тора вида (19), (20) выберем время окончания переходного процесса,
которое составило 15. . . 20 с. Поскольку для решения задачи управле-
ния в соответствии с приведенным выше описанием необходимо вы-
брать ряд параметров, предварительным моделированием было уста-
новлено следующее: требуемое время переходного процесса можно
обеспечить, если матрицы Q0, X1, R1 и R0 будут иметь значения

Q0 =




0,25 0 0
0 0,8 0
0 0 0



 , X1 = 3,0, R1 = R0 = 0,2.

Соответственно численное решение для матрицы ковариационного
управления на момент начала действия корректирующего управления,
рассчитанное с использованием (19), (20), равно

Kcov =
(
0,744 1,0691 −0,0987

)
.

Переходные процессы задачи синтеза ковариационного управления
стабилизацией программной траектории продольного движения КА в
атмосфере Земли приведены на рисунке, процессы, показанные на ча-
стях а–в рисунка, представляют собой переходные процессы вектора
состояния в отклонениях, а части б рисунка — значения корректиру-
ющего управления. Анализ кривых показывает, что ковариационный
регулятор обеспечивает высокую точность управления и хорошее ка-
чество переходных процессов.
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Переходные процессы вектора состояния (а–в) и значения корректирующего
управления (г)

Заключение. Для математической модели третьего порядка в от-
клонениях продольного движения КА в атмосфере Земли разработан
ковариационный регулятор в детерминированной постановке, обеспе-
чивающий синтез высокоточной обратной связи. В основу регулятора
положен ранее предложенный авторами алгоритм синтеза ковариаци-
онного управления. Указанный алгоритм построен с использованием
оригинальной декомпозиции модели движения КА. Получены простые
аналитические формулы расчета ковариационного регулятора. Приве-
дены результаты моделирования отслеживания программной траекто-
рии спуска на отдельном участке полета.
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