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ПОСТРОЕНИЕ ПРОСТЫХ
ПОМЕХОУСТОЙЧИВЫХ БЛОКОВЫХ КОДОВ

Рассмотрена проблема уменьшения ошибок при передаче сообще-
ний по каналам с помехами с использованием блоковых кодов. Пред-
ложена методика построения помехоустойчивого кода с помощью
таблицы кодовых расстояний и простых алгоритмов помехоустой-
чивой обработки информации. Методика применима к системам
управления и передачи информации с небольшим словарем сообще-
ний (10–20 команд).

Реальная система передачи информации (СПИ) всегда подвержена
влиянию помех, как внутренних, так и внешних. Это связано и с осо-
бенностями конструкции системы, и c условиями ее эксплуатации, и c
другими причинами. Для повышения достоверности и качества работы
СПИ можно применить помехоустойчивое кодирование. Основой та-
кого кодирования является введение избыточности кода, позволяющей
так задать передаваемые последовательности символов, чтобы они удо-
влетворяли дополнительным условиям, проверка выполнения которых
на приемной стороне дает возможность обнаружить и исправить ошиб-
ки. Обобщенная функциональная схема такой помехоустойчивой СПИ
представлена на рис. 1. Будем рассматривать двоичное представление
информации, как наиболее распространенное, и устройства, работаю-
щие с двоичными кодами.

Код называют равномерным блочным со словами (блоками) длиной
n, если взаимосвязь между символами кодовой последовательности за-
канчивается через каждые n символов. Искажения информации в кана-
ле передачи помехоустойчивой СПИ можно описать с помощью сле-
дующих параметров: наибольшей кратности t ошибки; вероятности p
появления искаженного символа сообщения.

Первый параметр задает максимальное число искаженных бит ин-
формации на блок данных длиной n, при появлении которых необходи-
мо предотвратить пропуск ошибки в передаваемом сообщении. Пара-

Рис. 1. Обобщенная функциональная схема помехоустойчивой СПИ
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метр t характеризует необходимые потенциальные возможности кода к
обнаружению ошибок. Реализация этих возможностей обеспечивается
устройством декодирования.

Второй параметр определяет качество исполнения канала переда-
чи информации и зависит от вида модуляции, мощности передатчика,
уровня шумов, вида помех, чуствительности приемника и других фак-
торов. Так, для когерентной двоичной фазовой манипуляции в услови-
ях аддитивного белого шума со спектральной плотностью N0 вероят-
ность p появления ошибочного бита определяется формулой [1]

p =
1

2
− Φ

Ãr
2Eb
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!
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где Eb— энергия, приходящаяся на бит информации; Φ(x)— функция
Лапласа. Если вероятности p01 перехода сигнала 0 в сигнал 1 и p10 пере-
хода сигнала 1 в сигнал 0 не существенно отличаются друг от друга, то
канал передачи является симметричным и принимается p10 = p01 = p.

Значения параметров t и p наиболее точно определяются статисти-
ческими данными, полученными в реальных условиях эксплуатации
СПИ.

Основные принципы помехоустойчивого кодирования. Рассмо-
трим симметричный канал с независимыми ошибками. Пусть на вход
кодирующего устройства поступает последовательность из k информа-
ционных символов, определяющих передаваемое слово. На выходе ей
соответствует последовательность из n символов, причем n > k. Всего
может быть N (N ≤ 2k) различных входных и 2n различных выходных
последовательностей. Из общего числа 2n выходных последовательно-
стей толькоN последовательностей соответствуют входным; они назы-
ваются разрешенными кодовыми комбинациями, или мощностью кода.
Остальные 2n −N возможных выходных последовательностей для пе-
редачи не используются и называются запрещенными комбинациями.
Поскольку каждая из N разрешенных комбинаций в результате дей-
ствия помех может трансформироваться в любую другую, то всего име-
ется 2nN возможных случаев передачи. В это число входят:
— N случаев безошибочной передачи;
— N (N − 1) случаев перехода в другие разрешенные комбинации

(необнаруживаемых ошибок);
—N (2n−N) случаев перехода в неразрешенные комбинации (оши-

бок, которые могут быть обнаружены).
Любой метод декодирования можно рассматривать как правило раз-

биения всего множества запрещенных кодовых комбинаций на N не-
пересекающихся подмножеств Mi, i = 1, 2, . . . , N , каждое из которых
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ставится в соответствие одной из разрешенных комбинацийАi.При по-
лучении запрещенной комбинации, принадлежащей подмножествуMi,
принимают решение, что передавалась разрешенная комбинация Аi.
Ошибка будет исправлена в тех случаях, когда полученная комбинация
действительно образовалась из комбинацииАi. Таким образом, при на-
личии избыточности в любом коде появляется возможность исправле-
ния ошибки.Способ разбиения на подмножества зависит от того, какие
ошибки должны исправляться с помощью данного конкретного кода.

Для уменьшения вероятности Pош ошибочного декодирования в
подмножествоMi следует включать те запрещенные кодовые комбина-
ции Bk, которым с наибольшей вероятностью соответствует передан-
ная комбинация Ai, т.е.

P (Ai)P (Bk|Ai) > P (Aj)P (Bk|Aj), (1)

где i, j = 1, 2, . . . , N ; i 6= j. Выражение (1) определяет критерий мак-
симального правдоподобия.

Мерой различия кодовых комбинаций служит кодовое расстояние
d, определяемое числом позиций, в которых одна кодовая комбинация
отличается от другой:

d = d(Ai, Aj) =

nX
k=1

(aik ⊕ ajk),

где aik — k-й бит i-го кодового слова, ⊕— операция суммирования по
модулю 2. Набор всех значений d(Ai, Aj) определяет таблицу D кодо-
вых расстояний.

Рассмотрим случай равновероятной передачи сообщений Ai,
i = 1, 2, . . . , N . Если передаваемая кодовая комбинация Ai транс-
формируется в комбинацию Bk, то имеется ошибка в t = d(Ai, Bk)
знаках кодового слова (вероятность этого события pt); тогда остальные
n − t знаков должны быть правильными (вероятность этого события
(1− p)n−t). В результате получим

P (Bk|Ai) = pt(1− p)n−t.
Поскольку p < 1−p, то вероятность P (Bk|Ai) монотонно убывает с

возрастанием t, принимая максимальное значение для кодовой комби-
нацииAi, которая отличается от принятой комбинацииBk меньшим чи-
слом символов. Таким образом, если декодирование производится так,
что принятая кодовая комбинация отождествляется с той разрешенной,
которая находится от нее на наименьшем кодовом расстоянии, то такое
декодирование называется декодированием по методу максимального
правдоподобия.
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Число возможных комбинаций Bk, находящихся на расстоянии
d(Ai, Bk) = t от комбинации Ai, равно числу сочетаний C t

n. Тогда
вероятность появления ошибки кратности t составляет

Pt = C t
np

t (1− p)n−t. (2)

Из выражения (2) видно, что наиболее вероятны ошибки меньшей
кратности, их следует обнаруживать и исправлять в первую очередь.

Известно [2], что минимальное расстояние dmin между разрешенны-
ми кодовыми комбинациями должно удовлетворять следующим усло-
виям:
— для обнаружения ошибок кратности не более t необходимо

dmin ≥ t+ 1;
— для исправления всех ошибок кратности не более s необходимо

dmin ≥ 2s + 1;
— для исправления всех ошибок кратности s и одновременного об-

наружения всех ошибок кратности t, t ≥ s, необходимо dmin ≥ t+s+1.
Наибольшее возможное число N разрешенных комбинаций

n-значного кода, находящихся друг от друга на расстоянии di ≥ dmin,
можно найти из неравенства [2]

N 6 2n

sX
i=0

C i
n

.

Таким образом, числоN зависит от значности кода n и кодового рас-
стояния d. Поскольку s = s(d) = (d− 1)/2, то для нечетных d получим

N(n, d) 6 2n

s(d)X
i=0

C i
n

.

Для четных d, когда s(d) — не целое число, действует правило
N(n, d) = N (n − 1, d − 1), справедливость которого подтверждена
экспериментально для d ≥ 5 или n ≥ 8. Например, N (3, 2) = 4. Сле-
дует заметить, что при рассмотрении всего множества 2n слов имеем
N(n, d) = 2k, т.е. количество кодовых слов принадлежит множеству
{20, 21, 22, . . . , 2k}. Величина k/n называется относительной скоро-
стью кода и показывает, во сколько раз уменьшится скорость передачи
информации при помехоустойчивом кодировании.

Построение блокового кода. Для определения разрешенных кодо-
вых комбинаций проанализируем таблицу D кодовых расстояний. Ис-
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Рис. 2. Возможные кодовые комбинации (а) и таблицаD кодовых расстояний (б)
для трехзначного кода

ходными данными для анализа являются значность кода n и необхо-
димое минимальное кодовое расстояние dmin. Предлагаемый метод за-
ключается в следующем.
1. Выписываются все комбинации (слова) n-значного кода и нуме-

руются в порядке возрастания двоичных чисел от 1 до 2n. Для n = 3
результат представлен на рис. 2, а.
2. Формируется таблица D кодовых расстояний между всеми ком-

бинациями кода. Номера строк i и столбцов j элементов dij таблицыD
задаются номерами соответствующих кодовых комбинаций (рис. 2, б).
3. Формируется вспомогательная таблица D0, элементы которой

удовлетворяют условию

d0ij =

(
0, если dij < dmin, i 6= j;

1 иначе.
(3)

Для dmin = 2 вспомогательная таблица D0 представлена на рис. 3, а.
Элементы таблицы d0ij = 1 задают пары комбинаций, обеспечивающих
необходимое кодовое расстояние. Сочетающиеся между собой C2

N та-
ких пар представляют собой N искомых разрешенных комбинаций ко-
да. Причем таблицаD0, состоящая только из строк и столбцов, соответ-
ствующих этим C2

N парам, будет заполнена единичными элементами.
4. Определяются возможные сочетания разрешенных кодовых ком-

бинаций путем “склеивания” таблицы D0, включающего в себя следу-
ющие шаги:
1) выбирается базовый столбец — первый по порядку, в котором

есть хотя бы один нулевой элемент (см. рис. 3, а);
2) из таблицы исключаются все строки, в которых элементы базо-

вого столбца имеют значение 0, а также столбцы, номера которых соот-

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. "Приборостроение". 2004. № 4 111



Рис. 3. “Склеивание” вспомогательной таблицы для трехзначного кода
(dmin = 2):
исходный вид (а), промежуточный вариант (б), “склеенная” таблица (в)

ветствуют номерам исключенных строк (рис. 3, б); номера оставшихся
строк и столбцов сохраняются;
3) осуществляется переход к шагу 1), если в “склеенной” таблице

остался хотя бы один нулевой элемент; в результате получается “скле-
енная” таблицаD0 без нулевых элементов, номера строк и столбцов ко-
торой указывают на одно из искомых сочетаний разрешенных комби-
наций кода (рис. 3, в);
4) процесс поиска заканчивается, когда первым базовым столбцом

будут выбраны по очереди все столбцы вспомогательной таблицы D0.
В рассматриваемом случае получается два кода с N = 4 разрешен-

ными комбинациями: код, включающий кодовые слова, соответствую-
щие 1-й, 4-й, 6-й и 7-й комбинациям, — код 1–4–6–7 и код, включаю-
щий кодовые слова, соответствующие 2-й, 3-й, 5-й и 8-й комбинациям,
— код 2–3–5–8 (см. рис. 2). Заметим, что код 1–4–6–7 является группо-
вым, т.е. обладает следующими свойствами:
— содержит нулевое кодовое слово;
— сумма любых двух кодовых слов по модулю 2 также является

кодовым словом.
Подробные сведения о групповых кодах приведены в работах

[2–10]. Таким образом, для построения с помощью предложенного
метода всех групповых кодов, включающих 2n слов, достаточно рас-
смотреть в качестве первой образующей нулевую комбинацию, т.е.
комбинацию с номером 1.

Для нахождения эквидистантных кодов, т.е. кодов, в которых кодо-
вое расстояние между всеми словами одинаковое, достаточно изменить
условие (3) для значений элементов таблицы D0:
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d0ij =

(
0, если dij 6= dmin, i 6= j,

1 иначе.

Особый интерес могут представлять коды с определенным количе-
ством единичных элементов, задающим вес w кодовых комбинаций.
Значение веса может быть одним для всех кодовых комбинаций или же
вес может принимать несколько значений. Чтобы искомый код обладал
определенным набором весов W , при построении таблицы D должны
учитываться только те кодовые комбинации из множества 2n, для кото-
рых w ∈ W .

Методика определения разрешенных комбинаций с помощью ана-
лиза таблицы D достаточно легко реализуется при n ≤ 8, например, с
помощью программы MS Excel. Коды с бóльшим количеством симво-
лов можно построить простыми способами на основе уже построенных
кодов с меньшим числом символов.

Рассмотрим метод замещения, когда каждый символ кодовой ком-
бинации Xi заменяется кодом, состоящим из двух слов Y0, Y1, так, что
каждый элемент исходного кода хj = 0 переходит в комбинацию Y0,
а хj = 1 — в Y1. Например, кодовая комбинация 0101 преобразует-
ся в комбинацию 01100110, если символ 0 заменить последовательно-
стью 01, а символ 1 — последовательностью 10. Для полученного кода
d = dXdY , n = nXnY . Заметим, что если комбинации Y0 и Y1 равно-
весные, т.е. содержащие одно и то же количество нулей и единиц, то
комбинации преобразованного кода также будут обладать одним весом
w = nXwY .

Еще один способ— метод объединения комбинаций, принадлежа-
щих различным кодам.Объединение символов исходных кодов должно
происходить в строго определенной последовательности: i-му символу
строящегося кода всегда соответствует j-й символ одного из исходных
кодов. В простейшем случае комбинации кодов записывают последо-
вательно:

x1x2 . . . xnXy1y2 . . . ynY . . . z1z2 . . . znZ .

Для такого кода d =
X

dk, n =
X

nk, где dk и nk — кодовое
расстояние и количество символов k-го кода, входящего в объединен-
ный код.

Методика помехоустойчивого кодирования информации. По-
иск кодовых слов с помощью анализа таблицы кодовых расстояний
является универсальным, так как позволяет включить в рассмотрение
все возможные блоковые коды и выбрать из них наиболее подходя-
щие. Построенный код позволяет обнаруживать ошибки, но не обла-
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дает корректирующей способностью. Кроме того, передаваемые ко-
манды должны быть связаны с кодом таблицей соответствия, которая
хранится непосредственно в памяти кодирующего и декодирующего
устройств. Таким образом, использование кода становится мало эффек-
тивным при числе команд N > 10 . . . 20 из-за необходимости хранения
большого количества данных в памяти кодирующего и декодирующего
устройств. К тому же, время исполнения алгоритма помехоустойчиво-
го кодирования информации будет тем продолжительнее, чем больше
число N .

Составления таблицы соответствия можно избежать, если задать
соответствие между командами и кодовыми словами в виде алгорит-
ма.Например, команда задает адрес ячейки памяти, в которой хранится
кодовое слово, или входит в состав кодового слова.

Для обеспечения возможности исправления ошибок применим ме-
тод λ-кратного повторения кодовой комбинации x1x2 . . . xn, который
является частным случаем метода объединения:

x1x2 . . . xnx1x2 . . . xn . . . x1x2 . . . xn;
x1x1 . . . x1x2x2 . . . x2 . . . xnxn . . . xn.

(в первом случае исходная комбинацияXi повторяется λ раз подряд, во
втором— сначала λ раз подряд записывается первый символ комбина-
ции Xi, затем λ раз подряд— второй символ и т.д.).

При такой структуре кода в памяти кодирующего и декодирующе-
го устройств хранится только исходная кодовая последовательность
x1x2 . . . xn. Удобно, если λ — нечетное число, тогда суждение о пра-
вильном значении каждого элемента xi, i = 1, 2, . . . , n, выносится
по наибольшему количеству одинаковых значений соответствующих
элементов кода (“два из трех”, “три из пяти” и т.д.). Например, кодо-
вая комбинация 01101 при последовательном трехкратном повторении
была частично искажена помехами, и на выходе приемника появился
код 10101 01110 01001. В результате проверки правильной считается
комбинация 01101.

Два главных достоинства кодов с повторением — простота реали-
зации и возможность исправления не только независимых ошибок, но
и пакетов ошибок. Выбор числа копий кодовых комбинаций, характе-
ристик исходных комбинаций, метода объединения зависит от конкрет-
ных условий применения этих кодов.

Расчет вероятностей ошибок. Вероятность появления ошибочной
комбинации на выходе помехоустойчивой СПИ зависит от выбранно-
го помехоустойчивого кода и алгоритма декодирования. Рассмотрим 2n
возможных комбинаций на входе декодирующего устройства, разде-
лив их на три области: разрешенные кодовые комбинации (N кодовых
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Рис. 4. Обобщенная таблица декодирования

слов), исправляемые ошибки, обнаруживаемые ошибки. Представим
их в виде обобщенной таблицы декодирования (рис. 4).

В первой строке таблицы выписываются все кодовые слова, под ка-
ждым кодовым словом— все принятые наборы, которые можно при де-
кодировании преобразовать в это кодовое слово. Эти наборы будут со-
ставлять область исправляемых ошибочных последовательностей. Ни-
же выписываются все кодовые комбинации, которые однозначно деко-
дировать нельзя. Они составляют область ошибок, которые нельзя ис-
править, но можно обнаружить.

Будем рассматривать следующие события: Ai (передано i-е кодовое
слово);Bi— принятое слово соответствует последовательности из i-го
столбца, содержащей исправляемую ошибку; С — принятое слово со-
ответствует последовательности, содержащей обнаруживаемую ошиб-
ку. Тогда вероятность правильного декодирования составляет

P =

2kX
i=1

P (AiBi) =

2kX
i=1

P (Ai)P (Bi|Ai),

вероятность появления ошибочной последовательности—

Pош = 1− P = 1−
2kX
i=1

P (Ai)P (Bi|Ai),

Pош = P
об
ош + P

необ
ош ,

где

P об
ош =

2kX
i=1

P (AiC) =
2kX
i=1

P (Ai)P (C|Ai)
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— вероятность обнаруженной, но неисправленной ошибочной после-
довательности,

P необ
ош = Pош − P об

ош (4)

— вероятность появления необнаруживаемой ошибки.
Пусть A0, B0 — события передачи и приема нулевых кодовых слов

соответственно. Для группового кода справедливо следующее: для лю-
бых значений i и j существует такое значение m, что P (Bm|A0) =
= P (Bj |Ai) и, более того, P (B0|A0) = P (Bi|Ai). Тогда имеем

Pош = 1− P (B0|A0)
2kX
i=1

P (Ai)

или с учетом того, что
2kX
i=1

P (Ai) = 1,

имеем
Pош = 1− P (B0|A0), P об

ош = P (C|A0).
Рассмотрим декодирующее устройство, исправляющее все комби-

нации из не более чем b взаимно независимых ошибок. В этом случае

P =
bX
i=0

C i
np

i(1− p)n−i,

Pош = 1−
bX
i=0

C i
np

i(1− p)n−i.

Пусть B 0
j — событие, когда принятое слово совпадает с некоторой

кодовой комбинацией, содержащей исправляемую ошибку и распо-
ложенной в таблице декодирования под некоторым кодовым словом,
имеющим вес w, не являющимся тем словом, которое передавалось;
Nj — количество кодовых слов, имеющих вес w = j. Поскольку де-
кодирующее устройство исправляет b ошибок, то область значений
весов кодовых слов, в которых возможно появление необнаружива-
емой ошибки, — это 2b + 1 ≤ j ≤ n. Необнаруживаемая ошибка
появляется в ситуации, когда переданное кодовое слово искажается и
при декодировании преобразуется в другое кодовое слово, т.е.

P необ
ош =

nX
j=2b+1

NjP (B
0
j|A0).
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Вероятность того, что переданное кодовое слово будет распознано
как некоторое другое кодовое слово, не соответствующее передаваемо-
му, составляет P (B 0

j |A0) = P1 + P2 + P3, где

P1 =

bX
v=1

Cv
j p

j−v (1 − p)n−(j−v), P2 = pj (1− p)n−j,

P3 =



bX
v=1

Cv
n−jp

j+v (1− p)n−(j+v) при n− j > b,

n−jX
v=1

Cv
n−jp

j+v (1− p)n−(j+v) при 0 < n− j < b,

0 при n− j = 0.

Тогда вероятность P об
ош можно получить из формулы (4).

Рассмотрим системы, которые только обнаруживают ошибки и не
исправляют их.Правильная передача кодового слова возможна в случае
отсутствия ошибок, т.е.

P =

nX
i=0

C i
np

i(1− p)n−i = (1− p)n, Pош = 1− (1− p)n.

Тогда, учитывая, что область исправляемых ошибок отсутствует,
получим

P необ
ош =

nX
j=1

N п
j p

j(1− p)n−j ;

здесь pj(1 − p)n−j — вероятность события, когда под воздействием
ошибки кратности t = j передаваемое кодовое слово Х0 перешло в
другое кодовое слово, имеющее вес w = j; N п

j ≡ Nj — возможное
количество таких переходов для слов, имеющих вес w = j. Таким
образом, вероятность обнаружения ошибочной последовательности
имеет вид

P об
ош = Pош − P необ

ош = 1−
nX
j=0

Njp
j(1− p)n−j .

Заметим, что в случае использования алгоритма только обнаруже-
ния ошибок вероятность P необ

ош всегда меньше, чем при частичной кор-
ректировке ошибок, когда исправляются все ошибки кратности не бо-
лее чем t, и существенно меньше, чем в случае, когда исправляются
все принятые последовательности. Кроме того, при любом коде име-
ет место неравенство P 1

ош ≥ P 2
ош ≥ P необ

ош , называемое теоремой Финка,
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причем оно переходит в равенство только для безызбыточных кодов [5];
здесь P 1

ош — вероятность появления ошибки Pош в случае использова-
ния алгоритма обнаружения без исправления; P 2

ош — вероятность по-
явления ошибки Pош для случая исправления максимально возможного
числа ошибок.

Особенности расчета ассиметричного канала и пакетов оши-
бок. Вероятности p01 перехода символа 0 в символ 1 и p10 перехода
символа 1 в символ 0 могут существенно отличаться друг от друга, т.е.
канал передачи может быть ассиметричным. Полученные результаты
можно использовать и для этого случая, учитывая, что необходимо рас-
сматривать ошибки двух видов: переход сигнала 1 в сигнал 0 и переход
сигнала 0 в сигнал 1. Для кодового расстояния d получим [11]

d > (s10 + t10 + 1) + (s01 + t01 + 1)−∆wmin,

если 2s01 + r + 1 6 ∆wmin 6 s10 + s01 + r + 1,

d > s10 + t10 + 1, если ∆wmin 6 2s01 + r + 1,

s10 > s01;

здесь s01, s10 — кратности исправляемых ошибок, а t01 = s01 + r,
t10 = s10 + r — кратности обнаруживаемых ошибок переходов сиг-
нала 0 в сигнал 1 и сигнала 1 в сигнал 0 соответственно;∆wmin— наи-
меньшая разность между весами wi кодовых комбинаций. Для случая
s01 > s10 выражение аналогично приведенному: индекс “01” заменя-
ется индексом “10”, и наоборот. Таким образом, необходимое кодовое
расстояние для кода в асимметричном канале может быть меньше кодо-
вого расстояния в симметричном канале, что определяется величиной
параметра∆wmin.Для кодов, для которых∆wmin < 2, результаты совпа-
дают. Завышение значения d позволяет увеличить устойчивость кода
к ошибкам бoльшей кратности, что повышает помехоустойчивость си-
стемы.Поэтому уменьшение кодового расстояния имеет значение толь-
ко в случае его влияния на другие параметры кода, значения которых
ограничены.

При расчете вероятностей используют тот же подход, что и в случае
симметричного канала. Однако формулы, в которых для подсчета воз-
можных комбинаций ошибок используется сочетание Cj

i , необходимо
изменить, так как в них не учитываются различия в переходах сигнала
1 в сигнал 0 и сигнала 0 в сигнал 1. Так, для декодирующего устройства,
исправляющего все комбинации из не более чем s = s01 + s10 взаимно
независимых ошибок, в случае равновесного кода имеем

P =
s01X
i=0

Ci
n−wp

i
01 (1− p01)n−w−i +

s10X
i=0

C i
wp

i
10 (1 − p10)w−i.
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В случае группирующихся ошибок (пакетов ошибок) подбор поме-
хоустойчивого кода и расчет его параметров можно вести по рассмо-
тренной методике с учетом наибольшей кратности возникающих оши-
бок. В результате код будет обладать бoльшей помехозащищенностью,
так как будет устойчив не только к пакетам ошибок. Однако параметры
кода будут не оптимальными.

Таким образом, результаты, полученные для симметричного кана-
ла с независимыми ошибками, показывают, что существует запас по
помехоустойчивости кода и для асимметричного канала, и для пакетов
ошибок. Получить точные результаты для этих случаев можно только
с учетом статистики ошибок.

Границы вероятности появления ошибки. Определим границы
для вероятности Pош. Из теории вероятностей известно, что если неко-
торое событие может быть представлено в виде объединения несколь-
ких подсобытий, то вероятность этого события не превосходит суммы
вероятностей подсобытий:

P (A1 . . . Ai) ≤ P (A1) + . . .+ P (Ai).
Это может быть применено к любому блоковому или сверточно-

му коду. При вычислении вероятности появления ошибки для группо-
вого кода достаточно рассмотреть событие передачи нулевого кодово-
го слова. Таким образом, вероятность появления ошибки ограничена
сверху суммой вероятностей появления отдельных комбинаций оши-
бок. Пусть событие B 00

j соответствует случаю, когда расстояние между
принятым словом и некоторым кодовым словом, имеющим вес j, мень-
ше расстояния между принятым словом и нулевым кодовым словом, т.е.
произошла ошибка кратности t > d/2. Тогда

Pош 6
nX
j=1

NjP (B
00
j |A0), (5)

где P (B 00
j |A0) вычисляется суммированием по всем словам, которые от-

личаются от данного кодового слова, имеющего вес j, в не более чем
j/2 ненулевых позициях этого кодового слова, т.е.

P (B 00
j |A0) =



X
i= j+1

2

C i
jp
i(1− p)j−i, если j нечетно,

1

2
C

j
2
j p

j
2 (1− p) j2 +

X
i= j

2
+1

C i
jp
i(1− p)j−i, если j четно.

Полученное неравенство (5) называется аддитивной границей веро-
ятности ошибки.
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Получим также верхнюю границу случайного кодирования для Pош.
Для определения этой границы используется тот факт, что иногда легче
вычислить среднюю вероятность ошибки для класса кодов, чем для ка-
ждого отдельного кода, и что в классе кодов должен существовать хотя
бы один код со свойствами не хуже усредненных.Вероятность ошибоч-
ного декодирования для наилучшего группового (n, k)-кода ограничена
сверху [6]:

Pош ≤
d∗−1X
j= d∗

2

jX
i=d∗−j

i+jX
h=d∗

C
h+i−j

2
n−j C

h+j−1
2

j

Cj
np

i(1− p)n−j
2n−k−1

+
nX

i=d∗
Cj
np

j(1−p)n−j,

где d∗— наибольшее целое число, удовлетворяющее условию

2n−k ≥ 2 ·
d∗−1X
i=0

C i
n.

Кроме того, справедливо следующее утверждение: минимальное кодо-
вое расстояние бóльшей части (более половины) групповых кодов рав-
но по меньшей мере d∗.

Для любого блокового (n, k)-кода справедливо неравенство, назы-
ваемое границей сферической упаковки [6]:

Pош ≥
¡
C t+1
n − αt+1

¢
pt+1 (1− p)n−t−1 +

nX
i=t+2

C i
np

i (1− p)n−i,

где t и αt+1 определяются из условия

αt+1 = 2n−k −
tX
i=0

C i
n ≥ 0,

причем t— наибольшее целое число.
Заключение. Выбор конкретного кода из всех найденных зави-

сит от значений P , Pош, P об
ош, P

необ
ош , определяющих его потенциальную

помехоустойчивость. В таблице представлены параметры несколь-
ких блоковых (n, k)-кодов, рассчитанные для симметричного кана-
ла с независимыми ошибками и разных способов декодирования. В
этой таблице для всех кодов вероятность p появления искаженного
бита кода в канале передачи выбрана равной 0,1. Расчет показывает,
что для помехоустойчивых кодов значения параметров P , Pош, P об

ош,
P необ
ош сильно зависят от значений величины p. Так, код БЧХ (31,6) (код

Боуза–Чоудхури–Хоквингема с параметрами n = 31, k = 6) в режи-
ме исправления ошибок для p = 0,01 обеспечивает значения P ≈ 1,
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Pош ≈ P об
ош = 1,2 · 10−5, P необ

ош = 2,8 · 10−7, но эти параметры су-
щественно изменяются, если p увеличить на порядок (см. таблицу).
Таким образом, при значении p = 0,1 для многих кодов происходит
резкое снижение помехоустойчивости. Появление же одной–трех оши-
бок на 10 бит кода в СПИ небольшой стоимости— вполне ожидаемая
величина для p.

Код dmin Способ декоди-
рования

P Pош P об
ош P необ

ош

Хемминга (7,4) 3 исправление 0,850 0,150 0 0,150

обнаружение 0,478 0,522 0,517 5,100 · 10−3
Голея (23,12) 7 исправление 0,807 0,193 0 0,193

Голея (24,12) 8 исправление 0,807 0,193 0 0,193

БЧХ (15,5) 8 исправление 0,944 0,056 0,043 1,272 · 10−2
обнаружение 0,206 0,794 0,794 6,700 · 10−8

БЧХ (31,6) 14 исправление 0,969 0,031 0,021 9,587 · 10−3
обнаружение 0,038 0,962 0,962 2,018 · 10−14

Групповой код
(3, 2)

2 обнаружение 0,729 0,271 0,244 2,700 · 10−2

Тройное повто-
рение

6 проверка “2 из
3”

0,911 0,089 0,086 2,817 · 10−3

Дублирование
тройного повто-
рения

12 проверки “2 из
3” и совпадение
результата в ду-
блях

0,830 0,170 0,170 2,645 · 10−6

Заметим, что режим обнаружения обеспечивает хорошие показа-
тели для необнаруживаемых ошибок, но получение переданного сло-
ва становится маловероятным событием. В режиме исправления, нао-
борот, подавляющее количество команд будет принято правильно, но
при этом велика возможность перехода одного слова команды в другое
(P необ

ош ).
Помимо нескольких широко известных кодов, в таблице приведе-

ны характеристики группового кода 1–4–6–7. Такой код можно исполь-
зовать только в режиме обнаружения (d = dmin = 2, n = 3). Однако
метод трехкратного повторения кодовой комбинации с проверкой “два
из трех” (d = 6, n = 9) позволяет исправить все одиночные, часть
двойных и тройных ошибок, его помехоустойчивость приближается к
помехоустойчивости одного из лучших блоковых кодов — кода БЧХ.
Простое дублирование таких кодовых посылок с проверкой на совпа-
дение результата в дублях (d = 12, n = 18) еще больше улучшает веро-
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ятностные характеристики: вероятность P необ
ош уменьшается на три по-

рядка при увеличении P приблизительно на 10%. При этом сложность
алгоритма кодированиия и декодирования изменяется незначительно.
Таким образом, подбором количества копий исходного кода в кодовой
посылке и повторением таких кодовых посылок можно изменять харак-
теристики P , Pош, P об

ош, P
необ
ош .

Полученные результаты позволяют сделать вывод о возможности
практического применения рассмотренной методики. Решение пробле-
мы построения помехоустойчивых кодов в применении к конкретной
помеховой обстановке возможно с помощью математической модели
канала связи, которая будет учитывать различные виды помех и позво-
лит получить сведения о характеристиках и оптимальной структуре ко-
да для этих видов помех, а также возможных их сочетаний.
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