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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ БЛОХА
В ЗАДАЧЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ЭВОЛЮЦИИ
ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ, ПРОШЕДШЕГО
РЕЗОНАНСНУЮ СРЕДУ

В полуклассическом приближении приведено решение уравнений Бло-
ха для общего случая двухуровневой среды. Система уравнений
Максвелла–Блоха сведена к уравнению Максвелла с нелинейной пра-
вой частью, которое можно эффективно использовать для опре-
деления области значений параметров, при которых возникает
эффект конического рассеяния лазерного излучения в резонансной
среде.

Явление рассеяния интенсивного лазерного излучения, имеюще-
го ярко выраженную коническую структуру, при его распространении
в атомарной резонансной среде впервые экспериментально наблюда-
лось в начале 70-х годов XX в. В 80-х годах интенсивно велись экспе-
риментальные и теоретические исследования конического рассеяния
(см. библиографию к работе [1]). В 1989 г. для объяснения природы
и свойств конического рассеяния была предложена единая модель [1],
однако полученные результаты [2, 3] показали, что проблема исследо-
ваний природы и свойств конического излучения далеко не исчерпана.
Исследования рассеяния интенсивного лазерного излучения при его
распространении в атомарной резонансной среде продолжаются по на-
стоящее время [4–12]. При этом результаты экспериментальных иссле-
дований определяются в значительной мере наличием соответствую-
щей базы и методических разработок [4, 5, 9–12]. Теоретическая часть
исследований заканчивается на представлении в той или иной форме
системы уравнений Максвелла–Блоха, которая определяет модель на-
блюдаемых эффектов [6–8, 11, 12]. Затем эта система преобразуется к
виду, удобному для численных расчетов ограниченного числа параме-
тров, далеко не полностью определяющих пространство параметров,
при которых возникают эффекты.

Наиболее удачная попытка создать единуюмодель конического рас-
сеяния в рамках численного анализа системы уравнений Максвелла–
Блоха предпринята в работе [6]. Тем не менее, в этом случае также не
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удалось отразить все экспериментально наблюдаемые свойства этого
явления, и в дальнейшем эта модель дорабатывалась авторами [7, 12].
В то же время, любое существенное продвижение в аналитическом ре-
шении системы уравнений Максвелла–Блоха позволит сделать значи-
тельный шаг на пути более строгого математического и физического
описания рассматриваемого явления.

Постановка задачи. В настоящей работе рассмотрено решение
уравнений Блоха для общего случая двухуровневой среды; задача в по-
луклассическом приближении сводится к уравнению Максвелла с не-
линейной правой частью, определяемой уравнениями Блоха. Решение
основано на раскрытии матричных экспонент. Уравнение Максвелла
имеет вид

∆ ~E − 1

c2
∂2 ~E

∂t2
=
4π

c2
∂2

∂t2

X
n

~pnδ
³
~r − ~Rn(t)

´
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где c— скорость света; ~E — напряженность поля; ~r— радиус-вектор;

δ— дельта-функция;∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
— оператор Лапласа; ~pn—

дипольный момент n-го атома (зависящий от ~E), ~Rn(t)— его траекто-
рия. Для определения ~pn применим следующую теорию.

Изменение состояния атома под воздействием электромагнитного
поля описывается уравнениями Блоха.

Предполагаем, что атом имеет два энергетических уровня E1,2 =

= E0 ∓ ~ω0
2
, E2 − E1 = ~ω0, ω0 — резонансная частота (здесь и далее

обозначения с индексом “0” относятся к резонансной частоте). Состо-
яние атома характеризуется матрицей плотности

ρ =

µ
ρ11 ρ12
ρ21 ρ22

¶
, ρ12 = ρ∗21, (2)

которая изменяется со временем в соответствии с уравнением

ρ̇ =
1

i~
[H, ρ] =

1

i~
(Hρ− ρH), (3)

где ~ — постоянная Планка. При воздействии поля ~E гамильтониан
атома H имеет вид

H = H0 − P ~E =

Ã
E1 −~µ12 ~E

−~µ21 ~E E2

!
, (4)
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где H0 =

µ
E1 0

0 E2

¶
— гамильтониан невозмущенного атома;

P =

µ
0 ~µ12
~µ21 0

¶
— оператор дипольного момента; ~µij , i, j = 1, 2,

— матричные элементы дипольного момента, ~µ12 = ~µ∗21. Легко полу-
чим

Hρ − ρH =

Ã
E1 −~µ12 ~E

−~µ21 ~E E2

!µ
ρ11 ρ12
ρ21 ρ22

¶
−

−
µ
ρ11 ρ12
ρ21 ρ22

¶Ã
E1 −~µ12 ~E

−~µ21 ~E E2

!
=

=

 (ρ12~µ21 − ρ21~µ12) ~E −~ω0ρ12 + (ρ11~µ12 − ρ22~µ12) ~E

~ω0ρ21 + (ρ22~µ21 − ρ11~µ21) ~E (ρ21~µ12 − ρ12~µ21) ~E

.
(5)

Отсюда следуют уравнения Блоха

ρ̇ =

 2

i~
Im ρ12~µ21 ~E iω0ρ12 − 1

i~
(ρ22 − ρ11) ~µ12 ~E

−iω0ρ21 + 1

i~
(ρ22 − ρ11) ~µ21 ~E

2

i~
Im ρ21~µ12 ~E

,
(6)

ρ̇12 = iω0ρ12 − 1

i~
D~µ12 ~E,

ρ̇21 = −iω0ρ21 + 1

i~
D~µ21 ~E,

Ḋ =
4

i~
Im ρ21~µ12 ~E,

где
D = ρ22 − ρ11. (7)

Решение уравнений Блоха в матричном виде. Для упрощения
системы (7) используем метод “вращающейся волны” и приближение
медленно изменяющихся амплитуд в предположении

~E = Re ~Eeiωt, ρ12 = ρ̃12e
iωt, (8)

где ~E — комплексная амплитуда напряженности электрического поля,
ρ̃12 — медленно изменяющаяся амплитуда, ω = ω0 + ∆ω — частота
воздействия,∆ω— частота отстройки от резонансной частоты. Имеем
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˙̃ρ12e
iωt + iωρ̃12e

iωt = iω0ρ̃12e
iωt − 1

i~
D~µ12Re ~Eeiωt,

˙̃ρ21e
−iωt − iωρ̃21e−iωt = −iω0ρ̃21e−iωt + 1

i~
D~µ21Re ~Eeiωt,

(9)

Ḋ =
4

i~
Im ρ21~µ12Re ~Eeiωt, (10)
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i∆ωρ̃21 +
1

2i~
D~µ21 ~E∗

1
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=
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ρ̃12
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D

, (11)
 ˙̃ρ12
˙̃ρ21
Ḋ

 =

−i∆ω 0 x

0 i∆ω x∗

−2x∗ −2x 0

ρ̃12
ρ̃21
D

, (12)

x = −~µ12
~E

2i~
. (13)

Решение уравнений с учетом релаксации. Пусть α — декре-
мент поперечной релаксации, β — декремент продольной релаксации,
β < α. Тогда имеем

ρ̇12 = −αρ12 + iω0ρ12 − 1

i~
D~µ12 ~E = pρ12 − 1

i~
D~µ12 ~E,

ρ̇21 = −αρ21 − iω0ρ21 + 1

i~
D~µ21 ~E = p∗ρ21 +

1

i~
D~µ21 ~E,

Ḋ =
4

i~
Im ρ21~µ12 ~E − β (D −D0),

(14)

где p = −α + i∆ω. Отсюда получим ˙̃ρ12
˙̃ρ21
Ḋ

 =

 p∗ 0 x

0 p x∗

−2x∗ −2x −β

ρ̃12
ρ̃21
D

 +

 0

0
βD0

. (15)
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Решение уравнения (15) представим в виде

 ρ̃12
ρ̃21
D

 = e


−p 0 x

0 −p∗ x∗

−2x∗ −2x −β

t
 ρ̃120

ρ̃210
D0

+

+

tZ
0

e


−p 0 x

0 −p∗ x∗

−2x∗ −2x −β

(t − τ) 0

0

βD0

 dτ. (16)

В результате достаточно сложных вычислений получаем

e


−p 0 x

0 −p∗ x∗

−2x∗ −2x −β

t
=

∞X
n=0

tn

n!

 −p 0 x

0 −p∗ x∗

−2x∗ −2x −β

n

=

=
(p− λ0) (p

∗ − λ0) (p− λ1) (p
∗ − λ1) (p− λ2) (p

∗ − λ2)

|x|2 (λ0 − λ1) (λ0 − λ2) (p− p∗) (λ1 − λ2)
×

×


x

p + λ0

x

p + λ1

x

p+ λ2
x∗

p∗ + λ0

x∗

p∗ + λ1

x∗

p∗ + λ2
1 1 1

×

×



− x∗ (λ1 − λ2) e
λ0t

(p∗ + λ1) (p∗ + λ2)

x (λ1 − λ2) e
λ0t

(p + λ1) (p + λ2)

x∗ (λ0 − λ2) e
λ1t

(p∗ + λ0) (p∗ + λ2)
− x (λ0 − λ2) e

λ1t

(p + λ0) (p + λ2)

− x∗ (λ0 − λ1) e
λ2t

(p∗ + λ1) (p∗ + λ0)

x (λ0 − λ1) e
λ2t

(p + λ1) (p + λ0)

⇒

⇒

|x|2 (p− p∗) (λ1 − λ2) e
λ0t

(p + λ1) (p∗ + λ2) (p∗ + λ1) (p + λ2)

− |x|2 (p− p∗) (λ0 − λ2) e
λ1t

(p + λ0) (p∗ + λ2) (p+ λ2) (p∗ + λ0)

|x|2 (p− p∗) (λ0 − λ1) e
λ2t

(p + λ0) (p∗ + λ1) (p + λ1) (p∗ + λ0)


, (17)
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где λ0,λ1, λ2— корни уравнения

(p + λ) (p∗ + λ) (β + λ) + 4 |x|2 (α + λ) = 0. (18)

При этом λ0— вещественный корень:

−α < λ0 < −β; (19)

λ1, λ2— комплексные взаимно сопряженные корни:

λ1,2 = −ε± i
q

∆ω2 + 4 |x|2 − δ2 = −ε± iΩ. (20)

Здесь величины ε и δ характеризуют релаксационные процессы. Их
точные значения описываются громоздкими выражениями, однако
оценки очень просты:

α + β

2
< ε < α, 0 < δ <

α − β

2
. (21)

Далее получаем ρ̃12
ρ̃21
D

 =
(p + λ0) (p

∗ + λ0) (p + λ1) (p
∗ + λ1) (p

∗ + λ2) (p+ λ2)

|x|2 (λ0 − λ1) (λ0 − λ2) (p − p∗) (λ1 − λ2)
×

×


x

p + λ0

x

p + λ1

x

p + λ2
x∗

p∗ + λ0

x∗

p∗ + λ1

x∗

p∗ + λ2

1 1 1

×

×





− x∗ (λ1 − λ2) e
λ0t

(p∗ + λ1) (p∗ + λ2)

x (λ1 − λ2) e
λ0t

(p + λ1) (p + λ2)

x∗ (λ0 − λ2) e
λ1t

(p∗ + λ0) (p∗ + λ2)
− x (λ0 − λ2) e

λ1t

(p + λ0) (p + λ2)

− x∗ (λ0 − λ1) e
λ2t

(p∗ + λ1) (p∗ + λ0)

x (λ0 − λ1) e
λ2t

(p + λ1) (p + λ0)

⇒

⇒

|x|2 (p − p∗) (λ1 − λ2) e
λ0t

(p + λ1) (p∗ + λ1) (p + λ2) (p∗ + λ2)

− |x|2 (p− p∗) (λ0 − λ2) e
λ1t

(p + λ0) (p∗ + λ0) (p + λ2) (p∗ + λ2)

|x|2 (p − p∗) (λ0 − λ1) e
λ2t

(p + λ0) (p∗ + λ0) (p + λ1) (p∗ + λ1)


 0

0

D0

+
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+

tZ
0



−x
∗ (λ1 − λ2) e

λ0(t−τ)

(p∗ + λ1) (p∗ + λ2)

x (λ1 − λ2) e
λ0(t−τ)

(p + λ1) (p + λ2)

x∗ (λ0 − λ2) e
λ1(t−τ)

(p∗ + λ0) (p∗ + λ2)
−x (λ0 − λ2) e

λ1(t−τ)

(p + λ0) (p+ λ2)

−x
∗ (λ0 − λ1) e

λ2(t−τ)

(p∗ + λ1) (p∗ + λ0)

x (λ0 − λ1) e
λ2(t−τ)

(p + λ1) (p + λ0)

⇒

⇒

|x|2 (p− p∗) (λ1 − λ2) e
λ0(t−τ)

(p+ λ1) (p∗ + λ2) (p∗ + λ1) (p + λ2)

− |x|2 (p− p∗) (λ0 − λ2) e
λ1(t−τ)

(p + λ0) (p∗ + λ2) (p + λ2) (p∗ + λ0)

|x|2 (p− p∗) (λ0 − λ1) e
λ2(t−τ)

(p+ λ0) (p∗ + λ1) (p + λ1) (p∗ + λ0)


 0

0

βD0

 dτ


=

=
(p + λ0) (p

∗ + λ0) (p + λ1) (p
∗ + λ1) (p

∗ + λ2) (p+ λ2)

|x|2 (λ0 − λ1) (λ0 − λ2) (p− p∗) (λ1 − λ2)
×

×


x

p + λ0

x

p + λ1

x

p+ λ2
x∗

p∗ + λ0

x∗

p∗ + λ1

x∗

p∗ + λ2

1 1 1

×

×





− x∗ (λ1 − λ2) e
λ0t

(p∗ + λ1) (p∗ + λ2)

x (λ1 − λ2) e
λ0t

(p + λ1) (p + λ2)

x∗ (λ0 − λ2) e
λ1t

(p∗ + λ0) (p∗ + λ2)
− x (λ0 − λ2) e

λ1t

(p + λ0) (p + λ2)

− x∗ (λ0 − λ1) e
λ2t

(p∗ + λ1) (p∗ + λ0)

x (λ0 − λ1) e
λ2t

(p + λ1) (p + λ0)

⇒

⇒

|x|2 (p− p∗) (λ1 − λ2) e
λ0t

(p + λ1) (p∗ + λ1) (p + λ2) (p∗ + λ2)

− |x|2 (p− p∗) (λ0 − λ2) e
λ1t

(p + λ0) (p∗ + λ0) (p + λ2) (p∗ + λ2)

|x|2 (p− p∗) (λ0 − λ1) e
λ2t

(p + λ0) (p∗ + λ0) (p + λ1) (p∗ + λ1)


 0

0

D0

+
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+



−x
∗ (λ1 − λ2)

¡
1− eλ0t¢

(p∗ + λ1) (p∗ + λ2)λ0

x (λ1 − λ2)
¡
1− eλ0t¢

(p + λ1) (p + λ2) λ0

x∗ (λ0 − λ2)
¡
1− eλ1t¢

(p∗ + λ0) (p∗ + λ2) λ1
−x (λ0 − λ2)

¡
1 − eλ1t¢

(p + λ0) (p+ λ2)λ1

−x
∗ (λ0 − λ1)

¡
1− eλ2t¢

(p∗ + λ1) (p∗ + λ0)λ2

x (λ0 − λ1)
¡
1− eλ2t¢

(p + λ1) (p + λ0) λ2

⇒

⇒

|x|2 (p− p∗) (λ1 − λ2)
¡
1− eλ0t¢

(p + λ1) (p∗ + λ2) (p∗ + λ1) (p + λ2)λ0

− |x|2 (p− p∗) (λ0 − λ2)
¡
1− eλ1t¢

(p+ λ0) (p∗ + λ2) (p + λ2) (p∗ + λ0) λ1

|x|2 (p− p∗) (λ0 − λ1)
¡
1− eλ2t¢

(p + λ0) (p∗ + λ1) (p + λ1) (p∗ + λ0)λ2


 0

0

βD0



. (22)

Перемножая матрицы, в результате достаточно сложных вычисле-
ний получаем окончательное выражение

 ρ̃12
ρ̃21
D

 = D0


x

p + λ0

x

p + λ1

x

p + λ2
x∗

p∗ + λ0

x∗

p∗ + λ1

x∗

p∗ + λ2

1 1 1

×

×



(p + λ0) (p
∗ + λ0)

(λ0 − λ1) (λ0 − λ2)

µ
eλ0t + β

eλ0t − 1
λ0

¶
− (p∗ + λ1) (p + λ2)

(λ0 − λ1) (λ1 − λ2)

µ
eλ1t + β

eλ1t − 1
λ1

¶
(p∗ + λ2) (p + λ2)

(λ0 − λ1) (λ1 − λ2)

µ
eλ2t + β

eλ2t − 1
λ2

¶


. (23)

Анализ решения. Полагаем, что начальное состояние атома имеет

вид

 0

0

D0

. Из выражения (23) видно, что в течение времени релак-
сации T ≈ 1/α, 1/β после начала воздействия идет сложный колеба-
тельный процесс изменения состояния атома.

При τи À T , eλ0,1,2τи → 0 процесс устанавливается, что может соот-
ветствовать на определенном отрезке времени непрерывному излуче-
нию:
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 ρ̃12
ρ̃21
D

 = −βD0×

×


x

p + λ0

x

p + λ1

x

p + λ2
x∗

p∗ + λ0

x∗

p∗ + λ1

x∗

p∗ + λ2

1 1 1





(p+ λ0) (p
∗ + λ0)

(λ0 − λ1) (λ0 − λ2)λ0

− (p∗ + λ1) (p+ λ1)

(λ0 − λ1) (λ1 − λ2)λ1
(p∗ + λ2) (p + λ2)

(λ0 − λ2) (λ1 − λ2)λ2


=

= −βD0



x(p∗ + λ0)

(λ0 − λ1)(λ0 − λ2)λ0
− x(p∗ + λ1)

(λ0 − λ1)(λ1 − λ2)λ1
+

x∗(p + λ0)

(λ0 − λ1)(λ0 − λ2)λ0
− x∗(p + λ1)

(λ0 − λ1)(λ1 − λ2)λ1
+

(p + λ0)(p
∗ + λ0)

(λ0 − λ1)(λ0 − λ2)λ0
− (p∗ + λ1)(p+ λ1)

(λ0 − λ1)(λ1 − λ2)λ1
+

⇒

⇒

+
x(p∗ + λ2)

(λ0 − λ2)(λ1 − λ2)λ2

+
x∗(p + λ2)

(λ0 − λ1)(λ1 − λ2)λ2

+
(p∗ + λ2)(p + λ2)

(λ0 − λ2)(λ1 − λ2)λ2


=

βD0

|p|2 β + 4 |x|2 α

 xp∗

x∗p
|p|2

. (24)

Рассмотрим другой крайний случай: воздействует очень короткий
импульс длительностью τи ¿ T . Полагаем, что за время действия им-
пульса релаксационное затухание не проявляется, т.е.

α, β = 0, λ0 = 0, λ12 = ±iΩ = ±i
q

∆ω2 + 4 |x|2, p = i∆ω, (25)

 ρ̃12
ρ̃21
D

 = D0


x

i∆ω

x

i (∆ω + Ω)

x

i (∆ω − Ω)

x∗

−i∆ω

x∗

−i (∆ω − Ω)

x∗

−i (∆ω + Ω)

1 1 1

×
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×



∆ω2

Ω2

− (∆ω2 − Ω2)

2Ω2
eiΩt

−(∆ω2 − Ω2)

2Ω2
e−iΩt


=

= D0



x∆ω

iΩ2
− x (∆ω2 − Ω2) eiΩt

2i (∆ω + Ω)Ω2
+
x (∆ω2 − Ω2) e−iΩt

2i (∆ω − Ω)Ω2

x∗∆ω

−iΩ2
− x∗ (∆ω2 − Ω2) eiΩt

2i (∆ω − Ω)Ω2
− x∗ (∆ω2 − Ω2) e−iΩt

2i (∆ω + Ω)Ω2

∆ω2

Ω2
− (∆ω2 − Ω2) eiΩt

2Ω2
− (∆ω2 − Ω2) e−iΩt

2Ω2


=

=
D0

Ω2



x∆ω

i
− x (∆ω − Ω) eiΩt

2i
− x (∆ω + Ω) e−iΩt

2i

−x
∗∆ω

i
+
x∗ (∆ω + Ω) eiΩt

2i
+
x∗ (∆ω − Ω) e−iΩt

2i

∆ω2

Ω2
− (∆ω2 − Ω2) eiΩt

2Ω2
− (∆ω2 − Ω2) e−iΩt

2Ω2


=

=
D0

Ω2


−ix∆ω (1− cosΩt) + Ω sinΩt

ix∗∆ω (1− cosΩt) + Ω sinΩt

∆ω2 − (∆ω2 − Ω2) cosΩt

 =

=
D0

Ω2


−ix∆ω (1− cosΩt) + Ω sinΩt

ix∗∆ω (1− cosΩt) + Ω sinΩt

∆ω2 + 4 |x|2 cosΩt

. (26)
Таким образом, под действием очень короткого импульса атом пе-

рейдет в состояние ρ̃12 (τи)

ρ̃21 (τи)

D (τи)

 =
D0

Ω2

 −ix∆ω (1− cosΩτи) + Ω sinΩτи
ix∗∆ω (1− cosΩτи) + Ω sinΩτи

∆ω2 + 4 |x|2 cosΩτи

 0

0

D0

,
(27)
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являющееся при Ωτи = 2π (2π— импульс) начальным состоянием.По-
сле окончания воздействия начинается релаксационный процесс. При
отсутствии воздействия имеем

e

 −p 0 0
0 −p∗ 0

0 0 −β

t
=

=

∞X
n=0

tn

n!

 (−p)n 0 0

0 (−p∗)n 0

0 0 (−β)n

 =

 e−pt 0 0

0 e−p
∗t 0

0 0 e−βt

,
(28)

 ρ̃12
ρ̃21
D

 =

 e−p(t−τи) 0 0

0 e−p
∗(t−τи) 0

0 0 e−β(t−τи)

 ρ̃12 (τи)

ρ̃21 (τи)
D (τи)

+

+

tZ
τи

 e−p(t−τ) 0 0

0 e−p
∗(t−τ) 0

0 0 e−β(t−τ)

 0

0

βD0

 dτ =

=

 e−p(t−τи)ρ̃12 (τи)
e−p

∗(t−τи)ρ̃21 (τи)
e−β(t−τи)D (τи)

+

+


1− e−p(t−τи)

p
0 0

0
1− e−p∗(t−τи)

p∗
0

0 0
1− e−β(t−τи)

β


 0

0

βD0

 =

=

 e−p(t−τи)ρ̃12 (τи)
e−p

∗(t−τи)ρ̃21 (τи)
e−β(t−τи) (D (τи)−D0) +D0

. (29)
Дипольный момент атома имеет вид

~P = ρ12~µ21 + ρ21~µ12 =

= 2Re ρ12~µ21 = 2Re ρ̃12~µ21e
iωt = Re ~Peiωt, (30)

~P = 2ρ̃12µ21;

ρ12, ρ21 получены из общего решения.
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При длительном воздействии (τи À T ) установившийся дипольный
момент определяется выражением

~P = 2ρ̃12~µ21 =
2βD0

|p|2β + 4|x|2αxp
∗~µ21 =

=
βD0

|p|2β +
¯̄̄̄
¯~µ12~E~

¯̄̄̄
¯
2

α

i~µ12 ~E
~

p∗~µ21. (31)

Пусть ~µ12 = ~mµ, ~E = ~lEl, где ~m,~l — вещественные единичные
векторы, ~m~l = cos θ, El— проекция ~E на направление вектора ~l. Тогда

~P = ~m
βD0

|p|2 β +
¯̄̄̄
µEl cos θ

~

¯̄̄̄2
α

iµEl cos θ
~

p∗µ∗. (32)

Усредним полученное выражение по ориентациям:

~P~l = 1

2π
×

×
2πZ
0

1

π

πZ
0

βD0

|p|2 β +
¯̄̄̄
µEl cos θ

~

¯̄̄̄2
α

iµEl cos θ
~

p∗µ∗ cos θ sin θ dθ dϕ =

=
1

π

πZ
0

βD0

|p|2 β +
¯̄̄̄
µEl cos θ

~

¯̄̄̄2
α

i |µ|2 Elp∗
~

cos2 θ sin θdθ =

=
1

π

πZ
0

βD0

|p|2 β
α

¯̄̄̄
~
µEl

¯̄̄̄2
+ cos2 θ

i |µ|2 Elp∗
~α

¯̄̄̄
~
µEl

¯̄̄̄2
cos2 θ sin θdθ =

=
i~p∗βD0

παEl

πZ
0

cos2 θ

β

α

¯̄̄̄
p~
µEl

¯̄̄̄2
+ cos2 θ

sin θdθ =
i~p∗βD0

παEl

1Z
−1

t2

β

α

¯̄̄̄
p~
µEl

¯̄̄̄2
+ t2

dt =

=
i~p∗βD0

παEl

1Z
−1

t2

β

α

¯̄̄̄
p~
µEl

¯̄̄̄2
+ t2

dt =
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=
i~p∗βD0

παEl

2− β

α

¯̄̄̄
p~
µEl

¯̄̄̄2 1Z
−1

dt

β

α

¯̄̄̄
p~
µEl

¯̄̄̄2
+ t2

 =

=
i~p∗βD0

παEl

2− β

α

¯̄̄̄
p~
µEl

¯̄̄̄2 1Z
−1

dt

β

α

¯̄̄̄
p~
µEl

¯̄̄̄2
+ t2

 =

=
2D0i~p∗β

παEl

Ã
1−

r
β

α

¯̄̄̄
p~
µEl

¯̄̄̄
arctg

r
α

β

¯̄̄̄
µEl
p~

¯̄̄̄!
. (33)

Тогда усредним полученное выражение по пространству. Для это-
го умножим его на плотность пространственного распределения ато-
мов N . Получаем

­P l

®
=
2∆N0i~p∗β

παEl

Ã
1−

r
β

α

¯̄̄̄
p~
µEl

¯̄̄̄
arctg

r
α

β

¯̄̄̄
µEl
p~

¯̄̄̄!
, (34)

где ∆N0 = ND0 — равновесная плотность разности населенности
уровней, Pl — проекция ~P на направление вектора ~l. При малой мощ-
ности накачки

|El| . π~ |p|
4 |µ|

r
β

α

получаем

­Pl® ≈ 2∆N0i~p∗β
3παEl

µr
α

β

¯̄̄̄
µEl
p~

¯̄̄̄¶2
=
2∆N0i |µ|2 E∗l

3π~p
. (35)

При большой мощности накачки

|El| & π~ |p|
|µ|

r
β

α

имеем

­Pl® ≈ 2∆N0i~p∗β
παl

. (36)

Аналитические выражения получены применением аппарата тео-
рии матриц.

Таким образом, система уравнений Максвелла–Блоха сведена к
уравнению Максвелла с нелинейной правой частью, определяемой
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выражением (23), которое может быть эффективно использовано для
определения области значений параметров, при которых возникает эф-
фект конического рассеяния лазерного излучения в резонансной сре-
де, что позволяет существенно упростить численное моделирование,
более строго обосновать методику проведения экспериментов и интер-
претацию численных и экспериментальных результатов.
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