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Рассмотрена математическая модель дифракции света на фа-
зовых дифракционных решетках с квазисинусоидальным и прямо-
угольным профилями. Приведены зависимости характеристик ди-
фрагированного света от параметров фазовых дифракционных ре-
шеток, а также зависимость интенсивности света, дифрагиро-
ванного в определенном порядке, от глубины рельефа, соотношения
размеров впадин и выступов для прямоугольного профиля и зависи-
мости наклона профиля фазовых дифракционных решеток от усло-
вий наблюдения. Найдены соотношения, позволяющие обеспечить
комфортное бинокулярное наблюдение фазовых дифракционных ре-
шеток.

При получении псевдоцветокодированных изображений необходи-
мо, чтобы они в наибольшей степени соответствовали исходным, на-
пример изображениям в виде графических файлов. Необходимо вы-
брать такие параметры фазовых дифракционных решеток (ФДР), при
которых дифрагированный на них свет создавал бы цветовые ощуще-
ния у наблюдателя, близкие к цветовым характеристикам исходного
изображения. Для этого нужно проанализировать зависимость харак-
теристик дифрагированного на ФДР света от параметров решеток.

В настоящей работе приведены математические модели дифракции
света на тонких фазовых дифракционных решетках [1–3]. Дифракция
рассматривается для ФДР с синусоидальным и прямоугольным про-
филями.

Фазовые дифракционные решетки полностью определяются тремя
параметрами — пространственной частотой, ориентацией и глубиной
рельефа, которые можно использовать для кодирования цвета растри-
рованного изображения.

Все методы получения многоцветного изображения основаны на
пространственном разделении дифрагированного на ФДР излучения
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от внешнего источника по порядкам дифракции и длинам волн и на-
правлению в глаз наблюдателя части дифрагированного излучения,
имеющего определенный цвет.

В соответствии с технологией изготовления и тиражирования ФДР
важнейшими параметрами решеток являются форма профиля и глуби-
на поверхностного рельефа. При проведении математического моде-
лирования принимаются следующие допущения [1–3]:

1. Геометрическая форма профиля поверхностного рельефа либо
прямоугольная, либо синусоидальная;

2. В целях упрощения конечных выражений процесс дифракции на
ФДР рассматривается в рамках теории скалярной дифракции [1–3].

Математическая модель дифракции света на ФДР с синусо-
идальным профилем. Расчетная схема математической модели ди-
фракции света на отражательнойФДР синусоидального профиля пред-
ставлена на рис. 1, а [1–3].

Здесь плоскость XOY совмещена с плоскостью ФДР, штрихи ори-
ентированы вдоль оси Y , So — единичный вектор направления освеща-
ющего луча; Sн — единичный вектор направления наблюдения; θо, θн
— полярные углы направлений освещения и наблюдения соответствен-
но; ϕо и ϕн — аксиальные углы направлений освещения и наблюдения
соответственно; a, b — проекции векторов So и Sн на плоскость XOZ,
ортогональную штрихам ФДР; α и β — углы, определяющие положе-
ние a и b в плоскости XOZ.

Легко показать, что

tgα =
Sxo

Szo
= tg θo cosϕ0, tg β =

Sxн

Szн
= tg θн cosϕн. (1)

Из рис. 1 видно, что плоскости падения лучей и наблюдения в
общем случае не совпадают. Совпадение указанных плоскостей про-
исходит в двух случаях:

ϕн = ϕo и ϕн = −ϕo. (2)

В первом случае наблюдение и освещение производится по одну сто-
рону от нормали, во втором — по разные стороны.

Рассмотрим теперь дифракцию на фазовом синусоидальном ФДР
в плоскости XOZ (рис. 1, б).

Уравнение поверхности ФДР представим в виде

z = A

(
1− cos 2πx

T

)
= 2A sin2

πx

T
, (3)

где A и T — амплитуда и период синусоидального профиля.
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Рис. 1. Расчетная схема математической модели дифракции света на отража-
тельной ФДР синусоидального профиля (а), то же в плоскости XOZ (б)

В соответствии с принципом Гюйгенса–Френеля каждая точка па-
дающего волнового фронта, становясь источником вторичных волн,
создает в рассматриваемом направлении наблюдения волну, амплиту-
да которой равна

U = U0

T∫
0

eikΔxdx, (4)

где U0 — постоянная величина, пропорциональная амплитуде падаю-
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щей волны; k = 2π/λ — волновое число; Δx — оптическая разность
хода между лучами 1 и 2, отраженными от точек А и Д (точка А на-
ходится в начале координат, точка Д — произвольная точка профиля).

Учитывая периодичность профиля, можно записать

Δx = Δ1x + jΔo,

где Δ1x — значение Δx в пределах одного периода; Δo — оптическая
разность хода для точек профиля, отстоящих по оси X на величину
периода T . Тогда соотношение (4) примет вид

U = U0

T∫
0

eikΔ1xdx

N∑
j=0

eikjΔo , (5)

где N — число штрихов профиля.
Выражение (5) целесообразно представить в виде

U = U0U1U2, (5а)

где

U2 =
N∑
j=0

eikjΔo , (6)

U1 =

T∫
0

eikΔ1xdx. (7)

Для вычисления интеграла U1 необходимо найти выражение для
Δ1x. Как следует из рис. 1, б

Δ1x = AB+ AC = AД · (sinα′ + sinβ ′). (8)

Для нахождения отрезка АД необходимо определить координаты
точки Д{x1, y1}. Последние определяются из уравнений луча 2

z = k(x1 − x), (9)

где k = ctgα, и уравнения профиля (3). При этом получим, что коор-
дината x1 точки Д находится из решения трансцендентного уравнения

x1 − 2A tg α sin2 πx1
T
= x, (10)
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координата y1 точки Д равна

y1 = 2A sin
2 πx1

T
(11)

и, следовательно,

AД =
√
x21 + y

2
1 =

√
x21 + 4A

2 sin4
4πx1
T
. (12)

Далее получим (см. рис. 1)

α′ = α+ β, β ′ = β + δ, (13)

где

δ = arctg
y1

x1
= arctg

(
2A

x1
sin2
2πx1
T

)
. (14)

Таким образом, все величины, необходимые для вычисления U1 в
уравнении (7), определены, поэтому интеграл может быть легко най-
ден численными методами.

В тех случаях, когда глубина профиля значительна, заданы углы α
и β и наблюдается виньетирование части профиля его гребнем (рис. 2),
рассмотренный алгоритм вычисления интеграла U1 должен быть скор-
ректирован.

На рис. 2 показана плоская волна, падающая на профиль под углом
α к оси Z. Отмеченное виньетирование будет иметь место при выпол-
нении условия

ctgα <
2πA

T
.

В этом случае будет освещен участок профиля с абсциссами x,
находящимися в пределах x2 < x < x1 + T , где

x2 =
T

2π
arcsin

(
T ctgα

2πA

)
, (15)

Рис. 2. Виньетирование части профиля ФДР
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a x1 будет являться корнем трансцендентного уравнения

cos
2πx

T
+ (x− x2) ctgα =

√
1−

(
T ctgα

2πA

)
. (16)

Аналогичные рассуждения можно провести и для отраженной вол-
ны. При этом в зависимости от наличия или отсутствия виньетиро-
вания в падающей и отраженной волнах область интегрирования в
уравнении (7) будет составлять определенную часть периода T . Опре-
деление граничных значений этих областей тривиально.

Значение U2 в выражении (6) является суммой N членов геометри-
ческой прогрессии, т.е.

U2 =
1− eikNΔo

1− eikΔo
, (17)

где
Δo = T (sinα+ sin β). (18)

Переходя в уравнении (5а) к интенсивности, получим

I = I0 · I1 · I2, (19)

где
I1 = |U1|2, (20)

I2 = |U2|2 =
sin2

(
π
NΔo

λ

)

sin2
(
πΔo

λ

) , (21)

I0 = |U0|2 — интенсивность падающей волны.

Анализ распределения интенсивности света, дифрагированно-
го на ФДР, при формировании цветокодированных изображений.
Распределение интенсивности дифрагированного на транспаранте све-
та описывается выражением

I = I0I1I2, (22)

где I0 — интенсивность падающего света; I1 — относительная интен-
сивность дифрагированного света, определяемая дифракцией на од-
ном периоде транспаранта; I2 — относительная интенсивность света,
представляющая собой результат интерференции волн от всех штри-
хов транспаранта.
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Функция I2 не зависит от профиля транспаранта в пределах про-
странственного периода Т , следовательно, является одинаковой для
транспарантов с квазисинусоидальным и прямоугольным профилями
и определяется выражением

I2 =

sin2
(
π
NΔo

λ

)

sin2
(
π
Δo

λ

) , (23)

где N — число штрихов транспаранта; λ — длина волны света; Δo —
оптическая разность хода падающей и дифрагированной волн, опре-
деляемая углами падения α и наблюдения β:

Δo = T (sinα+ sin β). (24)

Вид функции I2 известен. Она представляет собой систему главных
максимумов с интенсивностью N2, положение которых определяется
выражением

T (sinα+ sin β) = mλ, (25)

где m = 0,±1,±2, . . . — порядки дифракции.
Для каждого типа транспаранта функция I1 имеет свой вид и ее

определение в общем виде возможно лишь численными методами.
Анализ показывает, что для дальнейшего моделирования особенно-

стей дифракции света на ФДР следует подробнее рассмотреть дифрак-
цию света в области первою порядка. Это продиктовано следующими
причинами:

1. Видимая область спектра 400. . . 760 нм свободна от наложения
порядков в области дифракции первого порядка;

2. Разница углов дифракции нулевого и первого порядков являет-
ся достаточной для надежного разделения этих порядков и в то же
время она не слишком велика, что обеспечивает выполнение условий
наблюдения ФДР в широком диапазоне углов.

Как следует из уравнения (25), порядки дифракции при |β| < α
положительны, а при |β| > α — отрицательны. При таких условиях
по энергетическим соображениям предпочтение следует отдать по-
рядку m = +1, когда угол наблюдения ближе к нормали ФДР, нежели
угол освещения. Легко показать, что изменяя глубину рельефа решет-
ки, можно целенаправленно варьировать функцию I1(β), с тем чтобы
основная интенсивность света приходилась на порядок m = +1 вы-
бранной длины волны.
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Анализ распределения интенсивности света, дифрагированно-
го на ФДР, при изменении глубины рельефа ФДР. На рис. 3 предста-
влены графики функций I1(β) и I2(β) в зависимости от угла наблю-
дения β для транспарантов с квазисинусоидальным и прямоугольным
профилями, при освещении их светом с длиной волны λ = 0,55мкм и
углом подсветки α = 40◦.

Рис. 3 (начало). Графики функций I1(β)I1(β)I1(β) (сплошная линия) и I2(β)I2(β)I2(β) (штриховая)
в зависимости от угла наблюденияβββ для транспаранта с квазисинусоидальным
профилем рельефа; λ = 0, 55λ = 0, 55λ = 0, 55мкм, T = 2, 5T = 2, 5T = 2, 5мкм, A = 0, 32A = 0, 32A = 0, 32мкм (а), 0,36 мкм (б);
H = 0, 51H = 0, 51H = 0, 51 (в), 0,31мкм (г); α = 1, 5α = 1, 5α = 1, 5мкм (в, г)
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Рис. 3 (окончание)

На рис. 3 приняты следующие обозначения: A, T — амплитуда и
период синусоидального профиля; T = a+b, где a — ширина впадины
рельефа, b — ширина выступа рельефа; H — высота прямоугольного
профиля рельефа.

Из анализа графиков видно, что результирующее распределение
интенсивности I(β) представляет собой систему отдельных максиму-
мов разных порядков, величины которых пропорциональны значению
функции I1(β) в соответствующих точках. Максимум нулевого поряд-
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ка всегда наблюдается при угле β = −α. Функция I1(β) для квази-
синусоидального профиля выглядит значительно сложнее, чем анало-
гичная функция для прямоугольного профиля. Кроме того, видно, что
при угле наблюдения βэ, определяемом выражением

ctg βэ =
A 2π

T
,

у функции I1(β) для квазисинусоидального профиля наблюдаются зна-
чительные флуктуации интенсивности. Это происходит потому, что
при угле наблюдения βэ наступает экранирование освещенной части
профиля транспаранта его вершинами и при дальнейшем увеличении
угла β происходит быстрое изменение фазы интерферирующих лучей
в окрестности области экранировки и, как следствие, быстрые изме-
нения интенсивности.

Для прямоугольного профиля экранировка происходит непрерыв-
но, поэтому функция I1(β) во всем диапазоне углов наблюдения —
гладкая.

Из рис. 3, a, б видно, как, изменяя амплитуду A синусоидального
рельефа от 0,32 до 0,36 мкм, можно перераспределять интенсивность
света в нужный порядок. В частности, при A = 0,36мкм максималь-
ная интенсивность приходится на первый порядок (m = −1), при
A = 0,32мкм интенсивность нулевого порядка равна нулю.

Аналогичные изменения можно проследить и на решетке с прямо-
угольным профилем. На рис. 3, в, г показано, как при изменении вы-
соты профиля H от 0,51 до 0,31 мкм происходит “перекачка” энергии
дифрагированного излучения из порядка m = −1 в порядок m = 1.
В этом случае появляется дополнительный параметр — относитель-
ный размер впадины Aвп профиля, меняя который в некоторых преде-
лах, можно дополнительно обеспечить необходимые пространственно-
энергетические преобразования дифрагированного излучения.

Анализ распределения интенсивности света, дифрагированно-
го на ФДР, при изменении периода ФДР. Разработанная математи-
ческая модель позволяет управлять с помощью параметров ФДР не
только интенсивностью, но и доминирующей длиной волны λ ди-
фрагированного излучения. Действительно, при заданных углах осве-
щения и наблюдения доминирующая длина волны определяется из
соотношения (25):

λ =
T

m
(sinα + sinβ), (26)

т.е. при m = 1 λ = T (sinα+ sinβ).
Таким образом, для изменения цветового тона пиксела ФДР до-

статочно изменить период T транспаранта. Следует иметь в виду, что
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Рис. 4. Общий случай расположения ФДР и единичного вектора падающей
волны

одновременно с этим для сохранения интенсивности света на выбран-
ных длинах волн неизменной необходимо варьировать амплитудой си-
нусоидального и высотой прямоугольного рельефов. При этом, для
обеспечения неизменности интенсивности первого максимума ампли-
туду синусоидального профиля изменяли в пределах 0,28. . . 0,38 мкм,
а высоту прямоугольного профиля — в пределах 0,33. . . 0,44мкм.

Анализ распределения углов дифракции света на ФДР при из-
менении угловой ориентации ФДР. Рассмотрим вопрос об ориента-
ции штрихов ФДР. Будем считать плоскостью падения плоскость ZOY
(рис. 4) и угол освещения θo. Штрихи ФДР расположены в плоскости

Рис. 5. Вид на плоскость XOY
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Рис. 6. Сечение плоскостью ZOξ, ортогональной штрихам ФДР

XOY и ориентированы под углом ϕ к оси X . Вектор k — единичный
вектор падающей волны; θo — угол наблюдения. На рис. 5 показана
плоскость XOY , на рис. 6 — сечение плоскостью ZOξ, ортогональной
штрихам ФДР.

Падающую волну можно разложить на волну, вектор k sin θо cosϕ
которой лежит в плоскости ZOξ, и волну, вектор которой k sin θo sinϕ
не испытывает дифракции, так как параллелен штрихам ФДР. Углы α
и β в плоскости дифракции описываются соотношениями:

tgα = tg θo cosϕ, tg β = tg θн cosϕ. (27)

Из рис. 5 можно получить очевидное соотношение

s sinα = k sin θo cosϕ, (28)

где s — вектор падающей волны в плоскости падения.
Проекции дифрагированных на решетке волн порядков −2, −1,

0, 1 показаны на рис. 5. Они складываются из дифрагированных в
плоскости дифракции и недифрагированной волн.

Из рис. 5 видно, что угол γm между осью ξ и m-м порядком ди-
фракции в проекции на ось XY определяется выражением

tg γm =
k sin θo sinϕ

s sin |βm| , (29)

где βm — угол, составленный m-м порядком в плоскости дифракции.
Из выражения (25) можно записать

sin |βm| = sinα − mλ
T
. (30)
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Подставив выражение (30) в уравнение (29), с учетом соотношения
(28) можно получить

tg γm = tgϕ
sinα

sinα − mλ
T

. (31)

Из соотношения (28) видно, что нулевой порядок дифракции на-
ходится в плоскости падения, остальные составляют с ней различные
углы. При расчете требуемого угла ϕ необходимо обеспечить условие,
при котором выбранный порядок m попадал бы в правый или левый
глаз наблюдателя, т. е. чтобы выполнялось следующее соотношение:

tg(γm − ϕ) sinβ = tgαг, (32)

где αг — половина угла конвергенции глаз при наблюдении объекта с
расстояния наилучшего видения D;

tgαг =
1

2

b

D
, (33)

где b — база глаз, равная в среднем 62мм.
Полученные выражения позволяют в принципе при выбранных

значениях m и α определить необходимый для наблюдения угол ϕ.
Для иллюстрации проведем предварительную оценку угла. Поло-

жим m = 1, b = 62мм, D = 250мм. Будем считать, что tg(γ1 − ϕ) ≈
≈ tg γ1 − tgϕ и tgϕ ≈ sinϕ, тогда из выражения (32) с учетом (31) и
(33) получим

sinϕ

(
sinα

sinα − λ
T

− 1
)(
sinα− λ

T

)
∼= 1
2

b

D
,

откуда

sinϕ ≈ 1
2

bT

Dλ
.

Если взять
T

λ
≈ 4, то получим ϕ ≈ 30◦. Очевидно, при изготовле-

нии ФДР следует в каждом пикселе предусмотреть нанесение штрихов
под углами ϕ и −ϕ.

Таким образом, разработанная математическая модель позволяет
осуществить цветовое кодирование изображения объектов на ФДР.
При этом доминирующая длина волны цвета кодируется простран-
ственным периодом T решетки, интенсивностью цвета управляет глу-
бина рельефа, а поворачивая профиль относительно плоскости паде-
ния света, можно создать оптимальные условия для наблюдения объ-
ектов на ФДР двумя глазами.
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