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ДЕМПФИРОВАНИЕ РЕЗОНАНСНЫХ
КОЛЕБАНИЙ ГИРОСКОПИЧЕСКИХ СИСТЕМ
ДИНАМИЧЕСКИМ ГАСИТЕЛЕМ ПЕРЕМЕННОЙ
СТРУКТУРЫ

Рассмотрена возможность повышения эффективности динамиче-
ского гасителя моногармонических колебаний гироскопической си-
стемы на основе изменения его структуры путем перенастройки
гасителя в зависимости от частоты внешнего воздействия, т.е.
управления жесткостью электрической упругой связи инерционной
массы гасителя с объектом демпфирования. Рассмотрено влияние
погрешности настройки на эффективность гашения колебаний.

Известно, что динамические виброгасители [1, 2] являются од-
ними из наиболее эффективных виброзащитных средств, способных
подавлять вынужденные колебания гироскопических систем (ГС) с
ярко выраженными резонансными свойствами [3–5]. Однако полоса
гашения колебаний оказывается весьма узкой. Кроме того, появляет-
ся опасность возникновения резонанса на собственных частотах ГС,
связанная с блужданием частоты внешнего воздействия в непосред-
ственной близости от частоты настройки демпфера.

Устранение указанного недостатка и улучшение динамических ха-
рактеристик инерционно-демпфируемой ГС, представленной в виде
системы автоматического регулирования с обратной связью, дости-
гается изменением ее структуры путем отключения обратной связи
вне полосы гашения или перенастройки демпфера в зависимости от
частоты внешнего воздействия.

Задача решается в линейной постановке, когда влиянием нелиней-
ностей можно пренебречь, а возмущающие воздействия — это моно-
гармонические детерминированные функции времени.

В качестве объекта демпфирования рассмотрим механическую
часть абсолютно жесткой ГС с ярко выраженными резонансными
свойствами на частоте нутационных колебаний. Пусть на одной из
осей карданова подвеса (на оси наружной рамки) установлен дина-
мический гаситель колебаний. Тогда уравнения, описывающие малые
движения механической части ГС с динамическим демпфером, можно

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2006. № 4 111



записать в следующем виде:

A1α̈1 + μ1α̇1 −Hβ̇ + F =M1;

A2α̈2 + μ2α̇2 − F =M2;

Bβ̈ + μββ̇ +Hα̇1 =Mβ;

(1)

здесь A1, B и α1, β — приведенные моменты инерции и углы поворо-
та ГС относительно наружной и внутренней осей карданова подвеса;
A2, α2 — момент инерции и угол поворота маховика демпфера отно-
сительно оси, на которой он установлен; H — кинетический момент
гироскопа; μ1, μ2, μβ — коэффициенты вязкого трения; F — момент
упругодиссипативного взаимодействия ГС с инерционной массой; M1,
M2, Mβ — моменты внешних сил.

Полагая F = C2(α1 − α2) + μ(α̇1 − α̇2), где C2 и μ — коэффици-
енты упругой и диссипативной связи, и исключая из уравнений (1)
координату β при μ1 = μ2 = μβ = 0, получим

A1α̈1 + C1α1 + C2(α1 − α2) + μ(α̇1 − α̇2) =M1;

A2α̈2 − C2(α1 − α2)− μ(α̇1 − α̇2) =M2,
(2)

где C1 = H2/B.

Механическим аналогом динамических свойств гиросистемы (1)
является цепная двухмассовая система с упругодиссипативной связью
динамических элементов A1 и A2 и упруго закрепленным в инерци-
альном пространстве динамическим элементом A1.

Несмотря на то, что реальная ГС — это сложная колебательная
система, рассматриваемая динамическая модель позволяет с достаточ-
ной точностью судить о динамических свойствах системы, поскольку
для систем с разнесенными собственными частотами в большинстве
случаев можно использовать упрощенные расчетные схемы, учитывая
при этом лишь низшие собственные частоты и формы колебаний и вы-
бирая параметры гасителя по данным, получаемым для двухмассовой
расчетной схемы.

Решая уравнения (2) относительно вектора обобщенных координат
в области изображений, получим⎛

⎝α1
α2

⎞
⎠ =

⎛
⎝Φ11(p) Φ12(p)

Φ21(p) Φ22(p)

⎞
⎠
⎛
⎝M1

M2

⎞
⎠ , (3)

где передаточные функции податливости определяются следующими
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выражениями:

Φ11(p) =
A2p

2 + μp+ C2

Δ(p)
;

Φ22(p) =
A1p

2 + μp+ C1 + C2

Δ(p)
;

Φ12(p) = Φ21(p) =
μp+ C2

Δ(p)
;

(4)

Δ(p) = A1A2p
4+(A1+A2)μp

3+(A1C2+A2C2+A2C1)p
2+μC1p+C1C2.

Запишем интересующую нас передаточную функцию податливо-
сти Φ11(p) при μ = 0 в виде

Φ11(p) =
p2 + ν22

A1(p2 + ω201)(p
2 + ω202)

, (5)

где собственные частоты взаимосвязанной системы ω01, ω02 и парци-
альные частоты ν1, ν2 динамических элементов определяются следу-
ющими формулами:

ω201,02 = ν21
1 + f(1 + χ)∓√[1 + f(1 + χ)]2 − 4f

2
; (6)

ν1 =

√
C1

A1
; ν2 =

√
C2

A2
; f = ν22/ν

2
1 ; χ = A2/A1.

Представим ГС с динамическим гасителем в виде системы с отри-
цательной обратной связью в соответствии с рис. 1, где

W11(p) =
1

A1(p2 + ν21)
(7)

— передаточная функция объекта демпфирования (т.е. ГС без демп-
фера); Wос(p) — передаточная функция обратной связи. Тогда переда-
точную функцию замкнутой системы с гасителем можно записать в
виде

Φ11(p) =
W11(p)

1 +W11(p)Wос(p)
(8)

Рис. 1. Структурная схема ГС с демпфером
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или
Φ11(p) = Φ∗(p) ·W11(p), (9)

где

Φ∗(p) =
1

1 +W=(p)
(10)

— динамический коэффициент подавления колебаний;

W=(p) = W11(p)Wос(p) (11)

— передаточная функция разомкнутой цепи.
Решая выражение (8) относительно Wос(p), получим

Wос(p) =
1

Φ11(p)
− 1

W11(p)
, (12)

из которого следует, что передаточная функция обратной связи рав-
на разности жесткостей системы с гасителем и без него. Подставляя
в уравнение (12) значения Φ11(p) и W11(p) из выражений (4) и (7)
соответственно, получим:

Wос(p) =
C2p

2

p2 + ν22
. (13)

Отметим, что система с пассивным динамическим гасителем экви-
валентна системе с обратной связью по второй производной с по-
следовательно включенным консервативным осциллятором гасителя.
Наличие консервативного звена — сомножителя в передаточной функ-
ции разомкнутой цепи — дает возможность для реализации астатизма
замкнутой системы по отношению к гармоническому возмущению,
если полюс его изображения совпадает с полюсом консервативного
звена, которое соответствующим образом настроено.

Эффективность демпфирования можно оценить отношением ам-
плитуд вынужденных колебаний системы с гасителем и системы без
гасителя: |Φ11(jω)|

|W11(jω)| = |Φ∗(jω)| . (14)

Если ширину полосы гашения Δω определить как диапазон частот, в
котором |Φ∗(jω)| � 1, или, что то же самое,

|1 +W=(jω)| � 1, (15)

то амплитудно-фазовая характеристика (АФХ) разомкнутой цепи
W=(jω) в этом диапазоне частот должна находиться вне круга единич-
ного радиуса с центром в точке с координатами −1, j0 (вне “резонанс-
ного” круга [6]). При этом точки пересечения W=(jω) с резонансным
кругом определяют граничные частоты полосы гашения Ω1 и Ω2. Этим
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Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики ГС:
1 — С2 = 0; 2 — С2 = С ∗2 ; 3 — С2 = С2(ω)

частотам соответствуют точки пересечения кривых 1 и 2 на рис. 2.
В этих точках амплитуды вынужденных колебаний системы с гасите-
лем (с обратной связью) и без него (без обратной связи) одинаковы,
такие точки называются “инвариантными” по отношению к обратной
связи.

Если амплитуда демпфированной системы должна быть, по край-
ней мере, в n раз меньше амплитуды объекта демпфирования, то не-
обходимо, чтобы выполнялось условие |Φ∗(jω)| < n. Полоса гашения
при этом будет определяться диапазоном частот, где АФХ W=(jω)
находится вне круга радиуса “n” с центром в точке с координатами
−1, j0, а граничные частоты полосы гашения — точками пересечения
АФХ этого круга.

Инвариантные частоты Ω1 и Ω2, определяющие полосу гашения,
найдем из условия

|1 +W=(jΩ)| = 1. (16)

Подставляя в условие (16) значение W=(jΩ) из выражения (11) с уче-
том формул (7) и (13), получим∣∣∣∣1− χν22Ω

2

(ν21 − Ω2)(ν22 − Ω2)
∣∣∣∣ = 1.

Откуда следует

Ω21,2 = ν21
1 + f (1 + χ/2)∓

√
[1 + f (1 + χ/2)]2 − 4f
2

. (17)

Относительную амплитуду в инвариантных точках

N1,2 =
|Φ11(jΩ1,2)|
Φ11(0)

=
|W11(jΩ1,2)|
W11(0)

(18)
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получим, подставляя в уравнение (7) p = jΩ1,2:

N1,2 =
± [f (1 + χ/2)− 1] +

√
[f (1 + χ/2)− 1]2 + 2fχ
fχ

(19)

(знаки + и − перед скобкой относятся к частотам Ω1 и Ω2 соответ-
ственно).

Если настройка демпфера осуществляется по критерию
minmax |Φ11(jω)| в полосе гашения Ω1 � ω � Ω2, то оптималь-
ная парциальная частота ν∗2 (равная антирезонансной) определяется
из условия равенства амплитуд на инвариантных частотах:

|Ф11(jΩ1)| = |Ф11(jΩ2)|
или

N1 = N2.

Откуда следует, что

ν∗2 = ν1
1√

1 + χ/2
. (20)

Оптимальной настройке гасителя (20) соответствуют параметры
системы, зависящие исключительно от отношения моментов инерции
χ = A2/A1:

f∗ =
1

1 + χ/2
; Ω∗21,2 = ν21

(
1∓
√

χ

2 + χ

)
;

N∗1 = N∗2 =
√
1 + 2/χ; ω∗201,2 = ν21

4 + 3χ∓√χ(16 + 9χ)

2(2 + χ)
;

ΔΩ∗ = Ω∗2 − Ω∗1 = ν1

(√
1 +

√
χ

2 + χ
+

√
1−
√

χ

2 + χ

)
.

(21)

Относительная АЧХ

a(ω) = |Φ11(jω)|/Φ11(0), (22)

соответствующая оптимальной настройке демпфера по критерию
minmax |Φ11(jω)| в полосе гашения Ω∗1 � ω � Ω∗2 для χ = 0,2, показа-
на на рис. 2 (кривая 2). Здесь же показана относительная АЧХ объекта
демпфирования b(ω) = |W11(jω)|/W11(0) (кривая 1). Как видно из ри-
сунка, вне полосы гашения амплитуда демпфированной (замкнутой)
системы a(ω) оказывается больше недемпфированной системы b(ω),
особенно в области резонансных частот ω01 и ω02. Следовательно,
“отключение” демпфера в указанном диапазоне частот создает прин-
ципиальную возможность для решения задачи устранения основного
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недостатка динамического гасителя, связанного с опасностью возник-
новения резонансов на собственных частотах. Физически осуществить
отключение обратной связи означает оборвать (отсоединить) упругую
связь, т.е. сделать так, чтобы C2 = 0. Иными словами, для решения
поставленной задачи необходимо управлять жесткостью так, чтобы

C2 =

⎧⎪⎨
⎪⎩
0, при ω < Ω∗1;

C∗2 , при Ω∗1 � ω � Ω∗2;
0, при ω > Ω∗2.

(23)

Такое управление можно осуществить, например, с помощью электро-
магнитной муфты, отключающей упругую связь маховика гасителя с
объектом демпфирования, или с помощью электрической пружины.
Логический закон управления (23) может быть обеспечен с помощью
микропроцессора.

Относительная АЧХ a(ω) ГС с демпфером, отключаемым вне по-
лосы гашения в соответствии с законом (23), приведена на рис. 2 (кри-
вая 3). Как видно, a(ω) � N не только в полосе гашения, но и вне ее.

Кинематическая схема ГС с гасителем переменной структуры,
установленным на оси платформы, приведена на рис. 3, на котором

Рис. 3. Кинематическая схема ГС с гасителем переменной структуры
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обозначено 1 — объект демпфирования ГС; 2 — инерционная масса,
связанная с объектом электрической пружиной, включающей датчик
угла 3, усилитель 4, датчик момента 5 и управляющее устройство 6,
обеспечивающее логический закон управления жесткостью.

Динамический гаситель отключить можно не только путем “обры-
ва” упругой связи (C2 → 0), но и “заклинивания” (C2 → ∞) массы
гасителя относительно демпфируемой массы. При этом масса гасителя
жестко соединяется с объектом демпфирования, передаточная функ-
ция которого будет иметь вид

W∞
11 (p) =

1

(A1 + A2)p2 + C1
=

1

A1(1 + χ)

(
p2 +

ν21
1 + χ

) .
Передаточные функции податливости замкнутой системы опреде-

ляются теми же выражениями (4), что и в случае обрыва упругой
связи. Инвариантные частоты при заклинивании массы гасителя опре-
деляются формулой

Ω∞1,2
2 = ν21

1 + f(1 + χ)∓
√
[1 + f(1 + χ)]

2 − 4f(1 + χ/2)

2 + χ
.

Оптимальная настройка гасителя определяется равенством амплитуд
в инвариантных точках:

ν∞2 = ν1
1

1 + χ
, или f∞ =

1

(1 + χ)2
.

Оптимальной настройке соответствуют следующие значения пара-
метров ГС:

Ω∞1,2
2 = ν21

1∓
√

χ

2 + χ

1 + χ
; N∞1 = N∞2 =

√
1 +

2

χ
;

ω∞01,2
2 = ν21

2 + χ∓√χ(4 + χ)

2(1 + χ)
;

ΔΩ∞ = ν1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

√√√√√1 +

√
χ

2 + χ

1 + χ
−

√√√√√1−
√

χ

2 + χ

1 + χ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = ΔΩ∗

1√
1 + χ

,

где ΔΩ∗ — полоса гашения в случае обрыва упругой связи (C2 = 0).
Амплитуда в инвариантных точках оказывается одинаковой N∞1,2 =

= N∗1,2 =
√
1 + 2/χ. Поскольку эффективность обоих способов “от-
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ключения” обратной связи практически одинакова (уменьшение по-
лосы гашения в

√
1 + χ раз при χ � 0,2 составляет менее 10%), то

вопрос о применении того или иного способа должен решаться с уче-
том преимуществ их технической реализации.

Если полосу гашения определить как диапазон частот, в котором
относительная амплитуда вынужденных колебаний, обусловленных
моногармоническими возмущениями, не превышает наперед задан-
ную величину a∗, причем a∗ < N ∗, то задача демпфирования может
быть решена на основе многократного (два и более раз) изменения
жесткости. При этом нижняя (назначаемая) граница полосы гашения
Ωa1 соответствует настройке демпфера на частоту ν21 на основе усло-
вия:

|Φ11(jΩa1)|/Φ11(0) = a∗. (24)

Решая это условие относительно ν2, получим

ν221 = (Ω
a
1)
2 1 + (1− (Ωa1)2/ν21) a∗
1 + (1− (1 + χ)(Ωa1)

2/ν21) a∗
.

Верхняя граница полосы гашения Ω− определяется частотой отключе-
ния обратной связи, т.е. условием

|W11(jΩ−)|/W11(0) = a∗,

из которого следует, что

Ω2 = ν21(1 + 1/a∗). (25)

Парциальная частота демпфера внутри полосы гашения перена-
страивается дискретно на частотах Ωai (i = 1, 2, 3 . . .). При этом часто-
та перенастройки Ωai+1 определяется условием∣∣Φ11(jΩai+1)∣∣/Φ11(0) = a∗, при ν2 = ν2i,

из которого следует

Ωa2i+1 =

= ν21

1+fi(1 + χ)− 1

a∗
+

√
(1 + fi

(
1 + χ)− 1

a∗

)2−4fi(1− 1

a∗

)
2

;

(26)

здесь

fi = ν22i/ν
2
1 ; ν22i = (Ω

a
i )
2 1 + (1− (Ωai )2/ν21) a∗
1 + (1− (1 + χ)(Ωai )

2/ν21) a∗
. (27)

Амплитудно-частотная характеристика ГС с гасителем перемен-
ной структуры при χ = 0,2 и заданной допустимой амплитудой ко-
лебаний в полосе гашения a∗ � 1 приведены на рис. 4, а (кривая 3),
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Рис. 4. Амплитудно-частотные характеристики ГС (а) и закон перенастройки
гасителя (б), обеспечивающий а(ω) ≤ 1а(ω) ≤ 1а(ω) ≤ 1:
1 — С2 = 0; 2 — С2 = С ∗2 ; 3 — С2 = С2(ω)

а на рис. 4, б приведен закон перенастройки гасителя в зависимости
от частоты внешнего воздействия. Как видно из рисунка, для обеспе-
чения заданной эффективности подавления колебаний потребовалось
четыре перенастройки гасителя. При заданной нижней границе поло-
сы гашения Ωa1 = 0,7 частота включения обратной связи Ω+ = 0,687,
а частота отключения Ω− = 1,38. Во всем частотном диапазоне АЧХ
податливости практически не превышает статического отклонения, а
в полосе гашения Ωa1 < ω < Ωa5, a(ω) � 1.

Чем меньше допустимая амплитуда вынужденных колебаний a∗,
тем у́же частотный диапазон ΔΩai = Ω

a
i+1 −Ωai с постоянной настрой-

кой (Ci = const). При стремлении a∗ к нулю ΔΩai также стремится к
нулю, а ν2i → Ωai (см. формулу (27)), или, что то же самое, ν2 → ω.
Следовательно,

C∗2 = A2ω
2. (28)
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Таким образом, если демпфер настраивать так, что его парциаль-
ная частота ν2, совпадающая с антирезонансной частотой демпфиро-
ванной системы, будет следить за частотой внешнего воздействия в
соответствии с формулой (28), то амплитуда вынужденных колебаний
в полосе их гашения будет стремиться к нулю. Однако эффективность
гашения колебаний при этом существенно зависит от точности изме-
рения частоты внешнего воздействия.

Рассмотрим влияние погрешности настройки демпфера, обусло-
вленной погрешностью измерения частоты, на эффективность гаше-
ния колебаний. Пусть

ωΔ = ω ±Δω,
где ωΔ и ω — измеренное и истинное значения частоты; Δω — погреш-
ность измерения частоты.

Поскольку настройка демпфера осуществляется по измеренному
значению частоты, то

ν2Δ = ν2 ±Δν2, (29)

где ν2Δ — парциальная частота настройки демпфера; ν2 — идеаль-
ная парциальная частота настройки демпфера; Δν2 — погрешность
настройки демпфера.

Тогда, с учетом формулы (29), из уравнения (22) получим

aΔ(ω) =

(
1− ω2

ν21

(
1 +

χ

1− λ

))−1
, (30)

где λ — коэффициент, учитывающий погрешность настройки демп-
фера:

λ =
1

(1±Δω/ω)2 .
Семейство АЧХ, описываемых выражением (30), при χ = 0,1 для

различных значенийΔω/ω приведено на рис. 5. Нижний порог полосы
гашения, определяемый допустимой амплитудой вынужденных коле-
баний a0Δ при заданной погрешности измерения частоты Δω/ω, легко
получить, решая уравнение (30) относительно ω:

Ω0Δ
ν1

=

√√√√√ 1 + a0Δ

a0Δ

(
1 +

χ

1− λ

) .

Так, (см. рис. 5), при Δω/ω = 0,001, χ = 0,1 и a0Δ = 0,1 нижняя гра-
ница полосы гашения Ω0Δ = 0,46ν1, в то время, как при Δω/ω = 0,01
и χ = 0,1 амплитуда a0Δ достигает величины, в 10 раз большей
(a0Δ = 1) уже при Ω0Δ = 0,58, что подтверждает необходимость точного
(Δω/ω � 0,005) измерения частоты.
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Рис. 5. Зависимость АЧХ ГС от погрешности настройки гасителя на частоту
внешнего воздействия:
1 — Δω/ν1 = 0,01; 2 — Δω/ν1 = 0,005; 3 — Δω/ν1 = 0,001; 4 — Δω/ν1 = −0,001

В заключение приведем некоторые результаты компьютерного мо-
делирования в пакете MATLAB-SIMULINK динамики гироскопиче-
ской системы, описываемой уравнениями (1) с динамическим гасите-
лем колебаний, работающим в режиме настройки на частоту внешне-
го воздействия в соответствии с уравнением (28). При моделировании
приняты следующие параметры ГС:
A1 = 100B= 103 г·см·с2; H = 104 г·см· с;
χ = 0,2; M1 = aм sin(ωt); μ1 = 500 г·см·с;
M2 =Mβ = 0; aм = 103 г·см; ω = ν1.

На рис. 6, б представлены вынужденные установившиеся колеба-
ния относительно наружной оси карданова подвеса α(t) = a(ν1)sin(νt+
+ ϕ) ГС без гасителя, а на рис. 6, в — то же с гасителем, настроенным
на частоту внешнего воздействия M1(t) (рис. 6, а). Как видно, относи-
тельная амплитуда вынужденных колебаний ГС с гасителем в устано-
вившемся режиме на резонансной ν1 частоте объекта демпфирования
a(ν1) = Φ11(jν)/Φ11(0) = 0,05, что соответствует действительной ам-
плитуде a(ν1) = Φ11(jν1)aм при aм = 103 г·см в одну угловую секунду
(a1(ν1) = 1′′). В то время, как при отсутствии гасителя относитель-
ная амплитуда достигает величин a(ν1) = 200, что соответствует
действительной амплитуде a(ν1) = 1,14◦. Семейство огибающих вы-
нужденных колебаний ГС с частотой ν1 в переходном процессе для
разных значений χ представлено на рис. 7.

Как видно, реакция ГС на входное воздействие сопровождается
перерегулированием, которое тем больше, чем меньше χ. Процесс
установления вынужденных колебаний при малом затухании (в нашем
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Рис. 6. Внешний гармонический момент (а) и вынужденные установившиеся
колебания относительно наружной оси карданова подвеса ГС без гасителя (б)
и ГС с гасителем (в)

случае относительный коэффициент затухания ξ =
μa

2H

√
B

A
= 0,0025)

составляет для χ = 0,2 примерно 20 с.
В случае необходимости уменьшения времени переходного про-

цесса, задачу можно решить, вводя диссипативную связь между инер-
ционной массой гасителя и ГС. Однако при этом динамический ко-

Рис. 7. Огибающие переходного процесса вынужденных колебаний ГС с часто-
той ω = ν1:
1 — χ = 0,02; 2 — χ = 0,05; 3 — χ = 0,1; 4 — χ = 0,2
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Рис. 8. Амплитудно-частотные характеристики ГС с гасителем, настраиваемым
на частоту внешнего воздействия:
1 — Δω/ν1 = 0; 2 — Δω/ν1 = 0,01; 3 — Δω/ν1 = 0,01

эффициент подавления колебаний |Φ∗(jω)| в области антирезонанса
увеличится.

АЧХ ГС с гасителем, настраиваемым на частоту внешнего воздей-
ствия в соответствии с выражением (28), при χ = 0,2; Ω+ = 0,5;
Ω− = 1,6 приведены на рис. 8. При этом кривая 1 соответствует иде-
альной настройке (Δω = 0), а кривые 2 и 3 — настройке гасителя с
погрешностью Δω/ω = ±0,01.

Таким образом, динамический гаситель колебаний с переменной
структурой позволяет существенно повысить эффективность подавле-
ния вынужденных колебаний и расширить полосу их гашения. Мно-
гократная перенастройка гасителя в зависимости от частоты внешне-
го воздействия обеспечивает заданную допустимую относительную
амплитуду вынужденных колебаний. Настройка демпфера на частоту
внешнего воздействия позволяет обеспечить наибольшую эффектив-
ность подавления колебаний.
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