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МОДЕЛЬ ФАЗОВОЙ АВТОПОДСТРОЙКИ
В ФОРМЕ РАСШИРЕННОГО ФИЛЬТРА
КАЛМАНА

Рассмотрена модель фазовой автоподстройки в форме расширен-
ного фильтра Калмана. Проведено исследование точности сопро-
вождения и выявления возможных срывов синхронизации в данной
модели.

Исследованию систем фазовой автоподстройки (ФАП) посвящено
много работ, в том числе и монографий [1–5]. Однако многие вопросы
статистической динамики ФАП до сих пор остаются малоисследо-
ванными. В частности, недостаточно исследованы демоделирующие
способности ФАП, точность воспроизведения модулирующего сигна-
ла колебаний, а также влияние срывов синхронизации на процессы
воспроизведения этого колебания.

В настоящей статье в целях решения этих вопросов рассмотрена
модель ФАП в форме расширенного фильтра Калмана (РФК), действу-
ющего в качестве оптимального демодулятора. Приведены данные по
точности сопровождения и параметрам системы, приводящим к эф-
фективному функционированию ФАП.

Нелинейная ФАП, составляющая расширенный фильтр Кал-
мана. Рассмотрим использование алгоритма нелинейной фильтрации
при синтезе квазиоптимальной ФАП.

Будем считать, что модель сообщения описывается в векторно-
матричной форме

x = (x1, x2)
т,

dx

dt
= Ax+Gwt,

где x — вектор сообщения размерностью 2, причем 1-я координата
вектора x имеет смысл фазы сигнала;

A =

[
0 1
0 −γ

]
; G =

[
0
1

]
;

wt — ГБШ с нулевым средним значением при КФ Rw(τ) = qδ(τ).
Уравнение наблюдения имеет вид

yt = A sin(ω0t+ x1) + n(t) = s(t, x1) + n(t) = H0s+ n(t);

s =
[
s1 s2

]т
; s2 = 0; s1 = s(t, x1); H0 =

[
1 0

]
,
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где A,ω0 = const, n(t) — ГБШ c нулевым средним значением при КФ
Rn(τ) = Nδ(τ).

Уравнения расширенного фильтра Калмана имеют вид

dx̂

dt
= F(x̂, t) +D

∂Hт(x̂, t)

∂x
N−1[yt −H(x̂, t)],

dD

dt
=

∂F(x̂, t)

∂x̂
D+D

∂Fт(x̂, t)

∂x̂
+GqGт −D

(
∂Hт

∂x̂

)
1

N

∂H

∂x̂
D.

В данном случае

F(x, t) = Ax;
∂F

∂x
= A; H = H0s = A0 sin(ω0A+ x1)H0;

∂H

∂x̂
= A0 cos(ω0t+ x1)H0;

D
∂Hт

∂x̂
=

=

[
d11 d12

d21 d22

][
1

0

]
A0 cos(ω0t+ x1) =

[
d11

d12

]
A0 cos(ω0t+ x1) =

= δA0 cos(ω0t+ x1);

δ =
[
d11 d12

]т
.

В результате получим

dx̂

dt
= Ax̂+

(
A0

N

)
cos(ω0t+ x1)[y1 − A0 sin(ω0t+ x1)] =

= Ax̂+

(
A0yt

N

)
δ cos(ω0t+ x1) +

(
A0

2N

)
δ sin[2(ω0t+ x1)].

Пренебрегая второй гармоникой, получим систему ДУ для оценок
x̂1, x̂2 в скалярной форме:

dx̂1

dt
= x2 + d11

A0

N
yt cos(ω0t+ x1),

dx̂2

dt
= −γx2 + d12

A0

N
yt cos(ω0t+ x1).

Рассмотрим дисперсионное уравнение

dD

dt
= AD+DAт + qGGт − 1

N
δA0 cos(ω0t+ x1)δ1A0 cos(ω0t+ x1),
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где δ1 = H0D =
[
d11 d12

]
;

δδ1 =

[
d11

d12

] [
d11 d12

]
=

[
d211 d11d12

d11d12 d212

]
;

GGт =

[
0

1

] [
0 1

]
=

[
0 0

0 1

]
;

AD =

[
0 1

0 −γ

][
d11 d12

d12 d22

]
=

[
d12 d22

−γd12 −γd22

]
;

DAт =

[
d11 d12

d12 d22

][
0 0

1 −γ

]
=

[
d12 −γd12
d22 −γd22

]
.

Пренебрегая второй гармоникой, получаем систему ДУ в виде

[
ḋ11 ḋ12

ḋ12 ḋ22

]
=

[
2d12 d22 − γd12

d22 − γd12 −2γd22

]
+

+

[
0 0

0 q

]
− A20
2N

[
d211 d11d12

d11d12 d212

]
.

Перепишем эту систему в скалярном виде

d(d11)

dt
= 2d12 −

(
A20
2N

)
d211;

d(d12)

dt
= d22 − γd12 −

(
A20
2N

)
d11d12;

d(d22)

dt
= q − 2γd22 −

(
A20
2N

)
d212,

где d11 = σ21 , d12 = k, d22 = σ22 .
Модель ФАП второго порядка. Для получения такой модели ФАП

приведенные уравнения представим в следующем виде:

dy =
√
2 cos(w0t+ x2)dt+ qdvt;

dx̂1 = −kx̂1 −
√
2A0q

−2d12 sin(w0t+ x̂2)[
√
2 cos(w0t+ x2)dt+ qdvt];

dx̂2 = x̂1 −
√
2A0q

−2d22 sin(w0t+ x̂2)[
√
2 cos(w0t+ x2)dt+ qdvt].

52 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2006. № 1



Пренебрегая членами с удвоенной частотой в правой части и счи-
тая, что sin(ω0t+ x2)dvt является дифференциалом винеровского про-
цесса, получим:

dx̂1 = −kx̂1dt− A20q
−2d12 sin(x̂2 − x2)dt+ A0q

−1d12dξt;

dx̂2 = x̂1dt− A20q
−2d22 sin(x̂2 − x2)dt+ A0q

−1d22dξt.

На рис. 1 изображена структурная схема, соответствующая полу-
ченной модели ФАП. На этом рисунке e(t) = x2(t) − x̂2(t) — сигнал
рассогласования, где dξt — независимые белые шумы с единичной

интенсивностью, ρ =
A20
q2

— ОСШ в канале наблюдения.

Рассмотрим оцениваемые фильтром элементы матрицы дисперсий
ошибок фильтрации, зависимость которых от времени описывается
тремя уравнениями. В установившемся режиме при производных, рав-
ных нулю, получается система алгебраических уравнений.

Из последнего уравнения выразим d12:

d12 = ρ
d222
2
;

из первого уравнения найдем коэффициент d11:

d11 =
1

2k
g2 − 1

8k
ρ3d422;

подставляя найденные значения d12, d11 во второе уравнение, по-
лучим

(Kd22 + ρ
d222
2
)2 =

g2

ρ
.

Рис. 1. Структурная схема модели ФАП
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Рис. 2. Структурная схема системы синхронизации 2-го порядка

Решим это квадратное уравнение. Поскольку d22 > 0, то

1

2
ρd22 +Kd22 =

g√
ρ
;

d22 = −K

ρ
+

√
K2

ρ2
+
2g

ρ
3
2

.

Введем следующие обозначения: β =

√
DΩ

K
— индекс частотной

модуляции; r =
ρ

K
— ОСШ в полосе частот сообщения; DΩ =

g2

2K
—

дисперсия частоты в установившемся режиме;
На рис. 2 представлена структурная схема полученной системы

синхронизации 2-го порядка.
Анализ результатов. На рис. 3, а представлены графики слежения

за сигналом по частоте для первого варианта моделирования. Штрихо-
вой линией изображен график наблюдения, а сплошной — сообщения.

На рис. 3, б представлены графики слежения за сигналам по фазе
для первого варианта моделирования (таблица). Слежение за фазой
сигнала достаточно качественное, о чем свидетельствуют невысокие
амплитудные значения ошибок, приведенные в виде графиков на рис. 4
(отчетливо видны перескоки фазы). Штриховой линией обозначено
сообщение, а сплошной — наблюдение.

Рис. 3. Графики слежения за сигналом по частоте (а) и фазе (б) для первого
варианта моделирования
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Таблица

№ рисунка Вариант моделирования K g q d22 d12 A0

3, а, б; 4 1 0,1 100 1 0,22 2,21 10

5, 6, 7 2 10 1000 1 0,18 4,46 50

Рис. 4. График ошибок слежения
за сигналом по фазе для первого
варианта моделирования

Рис. 5. Зависимости наблюдения
и сообщения (частота сигнала)

Зависимости наблюдения и сообщения (частота сигнала) по анало-
гии с рис. 3, а приведены на рис. 5, однако, получены эти зависимости
при втором моделировании (см. таблицу). В отличие от рис. 3, а сле-
жение за частотой сигнала здесь проходит с бо́льшей ошибкой, чем в
предыдущем случае.

На рис. 6 представлен график слежения за сигналом по фазе для
второго варианта моделирования (см. таблицу). Однако вместо посто-
янного монотонного нарастания, как показано на рис. 3, б, появляются
участки с перескоками фазы. Это свидетельствует о нестабильности
сигнала, хотя, качество слежения за фазой сигнала достаточно высо-
кое.

На рис. 7 представлен график ошибок слежения за сигналом по фа-
зе. Как видно из рис. 7, амплитудные значения ошибок не изменились

Рис. 6. График слежения за сигна-
лом по фазе для второго варианта
моделирования

Рис. 7. График ошибок слежения
за сигналом по фазе
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по отношению к рис. 3, б, однако, появилось бо́льшее количество пе-
рескоков фазы. Это обусловлено увеличением уровня шума в сигнале
(см. таблицу).

Полученные результаты ошибок слежения за сигналом по перво-
му и второму вариантам моделирования системы свидетельствуют о
том, что модель ФАП в форме расширенного фильтра Калмана незна-
чительно меняет качество слежения за сигналом по фазе, даже при
значительном изменении входных параметров сигнала.
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