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Рассмотрена проблема моделирования входных данных, являющих-
ся случайными величинами, для стохастических моделей дискрет-
ных систем. В качестве модели стационарного случайного про-
цесса выбраны ARTA (AutoRegressive-To-Anything) процессы с про-
извольным безусловным распределением вероятности и структу-
рой автокорреляции. Представлены алгоритмы оценки параметров
ARTA-процесса по имеющейся реализации случайного процесса и ге-
нерации ARTA-процесса.

Одним из важнейших этапов создания стохастической имитацион-
ной модели сложной системы является моделирование потоков вход-
ных данных, зависящих от случайных факторов, причем неверная их
формализация приводит к получению недостоверных результатов мо-
делирования и принятию неверных решений [1].

Для моделирования входных данных на этапе построения концеп-
туальной модели системы осуществляется сбор информации по моде-
лируемым случайным воздействиям, в частности экспериментальных
данных (реализаций рассматриваемых случайных величин), при этом
данные выборки могут быть независимыми или зависимыми.

Существующие в настоящее время программные комплексы для
автоматизации процесса моделирования входных данных (ExpertFit,
Stat::Fit, Arena Input Analyzer) работают с независимыми выборками
данных.

Часто при моделировании входные данные являются линейно-
зависимыми, или автокоррелированными (в частности, автокоррели-
рованными являются потоки заявок при моделировании компьютер-
ных сетей), а автокорреляция во входном потоке может существенно
повлиять на результаты моделирования. В таких случаях последова-
тельность входных случайных величин моделируют как последова-
тельность, полученную из одного и того же одномерного безусловного
распределения, но с некоторой автокорреляцией между ее величинами.
Таким образом, моделируемые величины одинаково распределенные,
но не независимые. Большинство существующих методов формализа-
ции автокоррелированных данных основано на предположении о том,
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что известно безусловное распределение вероятностей исследуемых
величин, причем до последнего времени не было автоматизирован-
ных процедур определения безусловного распределения по данным
наблюдений.

Таким образом, актуальной становится задача создания программ-
ного комплекса для автоматизации моделирования входного потока
данных по автокоррелированным данным наблюдений.

Рассмотрим один из методов описания автокоррелированных вход-
ных данных при известном безусловном распределении и структуре
автокорреляции – ARTA (AutoRegressive-To-Anything) процессы [1, 2].

В работе [3] предложено использовать для построения модели ав-
токоррелированной случайной величины ARTA-процесс — стационар-
ный случайный процесс с произвольным маргинальным распределе-
нием вероятности FX и структурой автокорреляции с конечным ша-
гом p. Для моделирования ARTA-процесса сначала конструируется
базовый процесс, т.е. стандартный авторегрессионный гауссов про-
цесс {Zt : t = 1, 2, . . . , n}, из которого преобразованием Ut = Φ(Zt)
(где Φ – функция нормального распределения) получают последова-
тельность {Ut : t = 1, 2, . . . , n} автокоррелированных случайных вели-
чин, в основе которых лежит равномерное распределение. К получен-
ной последовательности применяют обратную функцию безусловного
распределения Xt = F−1X (Ut) = F−1X (Φ [Zt]) и получают требуемый
случайный процесс {Xt : t = 1, 2, . . . , n}. Данный подход использу-
ется для всех безусловных распределений, несмотря на то что для
некоторых распределений обратную функцию распределения F−1X не-
льзя получить аналитически, а нужно рассчитывать приближенным
численным методом.

Авторегрессионный процесс Zt определяется как

Zt =

p∑
h=1

αhZt−h + Yt, t = 1, 2, . . . , n, (1)

где αh, h = 1, 2, . . . , p — коэффициенты авторегрессии; Yt — белый шум
(случайная часть Zt, причем дисперсия D [Yt] = σ2Y ).

Одна из проблем данного подхода заключается в том, что структу-
ра автокорреляции входного процесса Xt не совпадает со структурой
автокорреляции базового процесса Zt. Естественно, возникает зада-
ча подбора структуры автокорреляции базового процесса, причем так,
чтобы структура автокорреляции входного процесса совпала с необ-
ходимой.

В работе [3] показано, что если структура корреляции входно-
го процесса известна, то задача распадается на p независимых за-
дач подбора структуры автокорреляции — определения значений
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ρZ (h) , h = 1, 2, . . . , p при известных значениях автокорреляций
ρX (h) , h = 1, 2, . . . , p.

Каждая задача подбора структуры автокорреляции заключается в
решении уравнения

ρX (h) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

F−1X [Φ (zt)]F
−1
X [Φ (zt−h)]ϑρZ(h) (zt, zt−h) dztdzt−h − μ2

σ2
(2)

для всех ρZ (h) , h = 1, 2, . . . , p, где ϑρZ(h) — плотность вероятности
стандартного двумерного нормального распределения с корреляцией
ρZ (h).

Данные уравнения не имеют аналитического решения в общем ви-
де, однако существуют эффективные численные методы их решения
[4–6]. Решение каждого такого уравнения требует численного интегри-
рования на каждом шаге численного поиска решения уравнения (2).

Таким образом, для описания входных данных с помощью ARTA-
процессов необходимо знать структуру автокорреляции входного про-
цесса и маргинальное распределение, лежащее в основе данных. Одна-
ко на практике задача заключается в описании некоторого случайного
процесса с помощью ARTA-процесса только по известному ряду изме-
рений. В работах [3, 7] предложено решение проблемы подбора пара-
метров ARTA-процессов, заключающееся в подборе распределения из
семейства распределений Джонсона. Предложенный метод работает
для всех распределений.

В основе семейства распределений Джонсона лежит преобразо-
вание f(x) исходной случайной величины Х (заданной в некотором
интервале), что позволяет рассматривать результат преобразования
как стандартизованную случайную величину, распределенную по нор-
мальному закону. Преобразование Джонсона в общем случае имеет
следующий вид:

F (x) = Φ

[
γ + δf

(
x− ξ

λ

)]
, (3)

где f — одна из функций: f(x) = ln x — логнормальное семейство
распределений SL при λ = 1, ξ < X(1); f(x) = sinh−1(x) — неограни-

ченное семейство распределений SU при λ > 0; f(x) = ln

[
x

1− x

]
—

ограниченное семейство распределений SB при λ > X(n)−ξ, ξ < X(1);
f(x) = x — нормальное семейство распределений SN при λ = 1, ξ = 0.

Функцию f выбирают, исходя из оценки эксцесса и асимметрии.
Для распределений Джонсона найдены оценки параметров мето-

дами наименьших квадратов и моментов.
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Оценка параметров ARTA-процесса сводится к подбору функции
маргинального распределения, шага корреляции p и коэффициентов
автокорреляции α1, α2, . . . , αp. Рассмотрим оценку параметров ARTA-
процесса при выборе маргинального распределения из семейства рас-
пределений Джонсона. Тогда ARTA-процесс можно представить как

Xt = F−1X [Φ (Zt)] = ξ + λf−1
[
Zt − γ

δ

]
, (4)

где ξ, λ, γ, δ — параметры распределения Джонсона.
Задача сводится к оценке следующих параметров: ξ, λ, γ, δ, f, p и

α1, α2, . . . , αp.
При известных порядке p базового процесса и типе f распреде-

ления Джонсона для нахождения вектора параметров ARTA-процесса
ψ = (λ, δ, γ, ξ, α1, α2, . . . αp) необходимо минимизировать целевую
функцию

SD (ψ) =
1

(n− p)2
×

×
n∑

t=p+1

(n− p+ 1)2 (n− p+ 2)

(t− p) (n+ 1− t)

(
Φ
[
V(t) (ψ)

]− t− p

n− p+ 1

)2
, (5)

где Vt (ψ) =
γ + δf

[
Xt − ξ

λ

]
−

p∑
h=1

αh

(
γ + δf

[
Xt−h − ξ

λ

])
g (p, α)

,

g (p, �α) ≡ σ2Y , а V(p+1) (ψ) � V(p+2) (ψ) � . . . � V(n) (ψ) — поряд-
ковые статистики случайных величин Vt (ψ) , t = p + 1, p + 2, . . . , n,
в области

Ψ=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(γ, δ, λ, ξ, α1, α2, . . . , αp)
′ :

δ

{
> 0, f ∈ {SU , SB, SL, SN} ,
<∞, f ∈ {SU , SB} ,

λ

⎧⎨
⎩
> 0, f = SU,
> X(n) − ξ, f = SB,
= 1, f ∈ {SL, SN} ,

ξ

{
< X(1), f ∈ {SL, SB} ,
= 0, f = SN ,∣∣∣∣RootOf
(
1−

p∑
h=1

αhB
h = 0, B

)∣∣∣∣>1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

,

(6)
где значения функции RootOf — это все решения уравнения

1−
p∑

h=1

αhB
h = 0 по переменной B.

Пусть C : Ψ → Ψ и D : Ψ → Ψ — отображения, задаваемые
следующими отношениями:
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C (ψ) ≡ argminγ,δ,λ,ξ SD (ψ |x)по ψ ∈ ΨC ;
D (ψ) ≡ argminα1,α2,...,αp SD (ψ |x)по ψ ∈ ΨD,

где

ΨC =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(γ, δ, λ, ξ)′ :

δ

{
> 0, f ∈ {SU , SB, SL, SN} ,
<∞, f ∈ {SU , SB} ,

λ

⎧⎨
⎩

> 0, f = SU,
> X(n) − ξ, f = SB,
= 1, f ∈ {SL, SN} ,

ξ

{
< X(1), f ∈ {SL, SB} ,
= 0, f = SN

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
;

ΨD =

{
(α1, α2, . . . , αp)

′ :

∣∣∣∣∣RootOf
(
1−

p∑
h=1

αhB
h = 0, B

)∣∣∣∣∣ � 1
}
.

Для решения задачи минимизации используется следующий алго-
ритм [3].
Шаг инициализации.
Пусть k = 1, ψ0 — начальное приближение вектора параметров из

области clΨ.
Основные шаги.
Шаг 1. Пусть ψk ∈ C (ψk−1). Увеличить k на единицу, перейти к

шагу 2.
Шаг 2. Пусть ψk ∈ D (ψk−1). Если достигнуто условие останова —

останов. Иначе увеличить k на единицу, перейти к шагу 1.
Необходимо определить условия останова для поиска минимума

целевой функции. В работе [7] предложены два следующих условия
останова:

|SD (ψk |x)− SD (ψk−1 |x)| � AbsoluteErrorRequest и

|SD (ψk |x)− SD (ψk−1 |x)| � SD (ψk−1 |x)×RelativeErrorRequest.

Данный подход к оценке параметров ARTA-процессов применим
не только для распределений Джонсона, но и для любого непрерыв-
ного FX и вектора параметров ψ, определенного в некоторой области
Ψ, обладающего определенными свойствами [7].

Приведенный алгоритм указывает на то, что известен тип распре-
деления Джонсона f и порядок базового процесса автокорреляции p.
Рассмотрим определение этих параметров.

Для достаточно больших размеров выборки методы подбора пре-
образования Джонсона для выборки независимых и одинаково рас-
пределенных данных правильно определяют преобразование Джон-
сона f и для автокоррелированной выборки в случае, когда автокор-
реляция достаточна слабая. Однако при увеличении автокорреляции
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Рис. 1. Алгоритм оценки пара-
метров ARTA-процесса

можно определить неправильное пре-
образование Джонсона. Одно из возмож-
ных решений заключается в том, что-
бы подобрать параметры для всех се-
мейств распределения и сравнить ре-
зультаты проверок по критериям согла-
сия [3].

После определения типа преобразо-
вания Джонсона с помощью алгоритма
AS99 [8] получаем параметры распреде-
ления Джонсона, которые можно исполь-
зовать в качестве начального приближе-
ния для алгоритма поиска минимума це-
левой функции.

На практике выбирают порядок ав-
токорреляции не более 5. Например, в
работе [9] утверждается, что обычно
порядок зависимости меньше либо ра-
вен трем.

Алгоритм оценки параметров ARTA-
процесса представлен на рис. 1, алго-
ритм моделирования — на рис. 2.

Для автоматизации моделирования
потока входных данных по набору ав-
токоррелированных данных был со-
здан программный комплекс для оцен-
ки параметров и генерации значений
ARTA-процессов. В программный ком-
плекс включены функции моделирова-
ния входных данных по выборке незави-
симых и одинаково распределенных дан-
ных [10].

Программный комплекс реализует
следующие функции:
• определение независимости выбор-

ки входных данных [10];
•моделирование входных данных в

случае выборки независимых и одина-
ково распределенных данных [10];
• оценку параметров ARTA-процесса

по имеющейся выборке (для автокорре-
лированных данных);
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Рис. 2. Алгоритм генерации
ARTA-процесса

• генерацию реализации ARTA-
процесса нужного объема с заданными па-
раметрами (для автокоррелированных дан-
ных).

На всех этапах работы предусмотрен
вывод графической информации. Также су-
ществует функция проверки правильно-
сти гипотезы по критериям Колмогорова–
Смирнова, Андерсона–Дарлинга и хи-
квадрат (только для независимых и одина-
ково распределенных данных).

Разработанный программный комплекс
позволяет моделировать входные данные,
являющиеся случайными величинами, для
стохастических имитационных моделей
дискретных систем по имеющейся выборке
— реализации искомой случайной величи-
ны. Характерными примерами таких вход-
ных случайных величин являются время
обработки заявки и время между поступле-
ниями заявок в системах массового обслу-
живания. Данный подход был успешно при-
менен для моделирования измерения давле-
ния на поточной линии производства пла-
стика, а также для моделирования продаж
крупного предприятия транспортной про-
мышленности [3].
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