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Методом байесовских оценок решения системы уравнений лазерно-
го газоанализа определена концентрация газов сложных многоком-
понентных смесей. Показано, что такой метод позволяет опреде-
лять концентрации газов, когда компоненты газовой смеси имеют
гладкий спектр поглощения без ярко выраженных пиков поглоще-
ния или концентрации компонентов смеси отличаются на несколь-
ко порядков, тогда как методы регуляризации Тихонова и поиска
квазирешений дают погрешности в сотни и тысячи процентов.
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Наиболее перспективными для оперативного дистанционного и ло-
кального газоанализа являются лазерные методы [1], из которых наи-
более универсальными и широко используемыми являются абсорбци-
онный и оптико-акустический.

Если качественный состав газовой смеси известен, то концентра-
ции компонентов смеси измеряются с использованием перестраивае-
мого по длине волны источника лазерного излучения путем регистра-
ции поглощения излучения анализируемой газовой смесью для опре-
деленного набора спектральных каналов измерения. Важным услови-
ем применимости такого метода является аддитивность коэффициен-
тов поглощения (в используемых спектральных каналах измерения)
отдельных компонентов анализируемой газовой смеси.

Для определенности будем считать, что анализируемая газовая
смесь содержит K газовых компонентов и измерения проводятся на
М длинах волн, а ширина линий генерации лазера много меньше ши-
рины линий поглощения анализируемых газов. Тогда задача нахожде-
ния концентраций газов по результатам многоспектральных лазерных
измерений, например локальных лазерных (оптико-акустических или
абсорбционных) или лидарных измерений, сводится к решению систе-
мы линейных алгебраических уравнений лазерного газоанализа [2, 3].
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В матричной форме система уравнений лазерного газоанализа имеет
вид

W · �x = �ka +K · �n = �y, (1)

гдеW — матрица системы (1) размераM×M ; �x —M -мерный искомый
вектор (K компонентов этого вектора соответствуют концентрациям
газов); �ka — M -мерный вектор коэффициентов неселективного погло-
щения;K — матрица коэффициентов поглощения компонентов газовой
смеси размером M × K; �n — K-мерный вектор концентраций газов;
�y — M -мерный вектор измеряемых сигналов (показателей поглощения
исследуемой смеси).

Коэффициенты неселективного поглощения очень слабо зависят
от длины волны. При этом условии выражение (1) преобразуется к
следующему матричному уравнению [3]:

ΔK · �n = Δ�y, (2)

где Δ�y — K-мерный вектор с разностями сигналов Δyi = Δy(λi) =
= y(λ2i−1) − y(λ2i); ΔK — матрица размерa K × K с разностями
коэффициентов поглощения ΔKji = ΔKj(λi) = Kj(λ2i−1)−Kj(λ2i).

В идеальных условиях (в случае отсутствия шума измерения) точ-
ные значения концентраций компонентов газовой смеси (или газовых
загрязнителей атмосферного воздуха) можно найти непосредственно
из решения системы линейных алгебраических уравнений лазерного
газоанализа (2). Однако при регистрации результатов реальных из-
мерений правая часть уравнения (2) всегда известна со случайной
ошибкой, обусловленной погрешностями измерения, шумами аппара-
туры и т.п.

Таким образом, в уравнении (2) вместо Δ�y имеем

Δ�̃y = Δ�y + �ξ, (3)

где �ξ — K-мерный вектор шума (погрешностей измерения Δ�y).
В этих условиях попытки непосредственно обратить уравнение (2)

приводят к тому, что найденный обратный оператор может быть не-
устойчив, т.е. малые вариации данных измерений могут приводить
к большим вариациям искомых величин. Такая ситуация характерна
для многокомпонентных смесей (с числом компонентов обычно более
пяти, шести). Выход из этого положения заключается в использова-
нии (при определении концентраций газовых компонентов по данным
многоспектрального измерений) специальных алгоритмов обработки,
основанных на методах решения некорректных математических задач
[4, 5].

В настоящее время для определения концентраций газов в мно-
гокомпонентных смесях по данным многоспектрального измерений
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обычно используют метод поиска квазирешений или метод регуляри-
зации Тихонова [2, 3, 6]. Однако существующие методы многокомпо-
нентного газоанализа практически не позволяют определить концен-
трацию газового компонента смеси, имеющего для выбранных спек-
тральных каналов измерения достаточно гладкий спектр поглощения
без ярко выраженных максимумов. Кроме того, существующие мето-
ды дают очень большие погрешности (многие десятки и даже сотни
и тысячи процентов), когда концентрации компонентов газовой сме-
си различаются на несколько порядков (что может быть во многих
практических задачах).

Рассмотрим перспективный для задач газоанализа (и свободный от
указанных недостатков) метод, основанный на построении байесов-
ской оценки решения системы уравнений лазерного газоанализа.

Построение байесовской оценки K-мерного вектора концентраций
газов �n для уравнения лазерного газоанализа (2) многокомпонентной
газовой смеси будем проводить при следующих предположениях:

1. Вектор шума измерения �ξ подчиняется нормальному распределе-
нию, некоррелирован с измеряемым сигналом (вектором Δ�̃y матрич-
ного уравнения (2) лазерного газоанализа) и имеет нулевое среднее
значение и корреляционную матрицу Vξ.

2. Априорное распределение искомого вектора концентраций газов
�n также является нормальным с некоторым средним значением �n0 и
корреляционной матрицей N0.

3. Корреляционные матрицы Vξ и N0 обратимы (существуют ма-
трицы V−1ξ и N−10 ).

Оценку решения уравнения (2) будем определять из условия мак-

симума апостериорной плотности вероятности p(�n
∣
∣
∣Δ�̃y ).

При сделанных предположениях показано [4], что апостериорное

распределение p(�n
∣
∣
∣Δ�̃y ) является нормальным и байесовская оценка

�nБ вектора �n совпадает с оценкой, определяемой из максимума апо-
стериорной плотности вероятности.

Тогда для задачи лазерного газоанализа (при использовании ма-
тричного уравнения (2)) байесовская оценка �nБ вектора концентраций
газов �n определяется следующим уравнением:

(N−10 +ΔK
тV−1ξ ΔK)�nБ = ΔK

тV−1ξ Δ�̃y +N
−1
0 �n0, (4)

где Δ�̃y — вектор данных измерений (K-мерный вектор с разностями
приведенных измеренных лазерных сигналов).

Здесь верхний индекс “т” означает транспонирование матрицы,
верхний индекс “−1” — обратную матрицу.

Матрица системы уравнений (4) размера K × K положительно
определена и для любого вектора Δ�̃y существует единственная байе-
совская оценка �nБ [4].
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Отметим, что предположения о нормальности распределения век-
торов шума измерения �ξ и концентраций газов �n не являются необхо-
димыми и при не выполнении их оценка, минимизирующая средне-
квадратическую ошибку, также определяется из уравнения (4) [4].

Байесовская оценка является несмещенной, эффективной и устой-
чивой (при уменьшении дисперсии шумов сходится к точному реше-
нию уравнения (2) лазерного газоанализа).

Устойчивость полученного методом байесовской оценки решения
достигается сужением класса возможных решений, которое основы-
вается на вводимой (в решение) априорной информации об искомом
решении — задается априорное нормальное распределение искомого
решения (вектора концентраций газовых компонентов атмосферного
воздуха или газовой смеси) и его первые два момента (среднее значе-
ние и корреляционная матрица). Такая априорная информация может
быть вполне доступна во многих задачах, например, при рутинном
газоанализе.

Для проверки работоспособности метода байесовских оценок в
задаче многокомпонентного газоанализа сложных смесей проводилось
математическое моделирование.

Для определения концентраций газов в многокомпонентных сме-
сях математическое моделирование проводилось по замкнутой схеме:

а) по заданным значениям концентраций газов nj в смеси и их ко-
эффициентов поглощения рассчитывались приведенные измеряемые
сигналы — правые части системы уравнений (2);

б) рассчитанные значения приведенных измеряемых сигналов ис-
кажались случайными числами для имитации шума измерения. Шум
в каждом спектральном канале измерения моделировался случайным
процессом с нормальным законом распределения, нулевым средним
значением и заданной дисперсией;

в) полученные случайные значения сигналов (“данные измерений”
в математическом эксперименте) применялись для определения кон-
центраций газов ñj по “данным измерений” методом байесовской
оценки решения, стандартным методом решения матричного урав-
нения (2) с использованием обратной матрицы системы, методами
регуляризации Тихонова и поиска квазирешений;

г) найденные значения концентраций газов ñj сравнивались с ис-
ходными (заданными) значениям концентраций газов nj и вычисля-
лась погрешность определения концентраций газов:

δj =
|nj − ñj|

nj

.

При математическом моделировании корреляционные матрицы Vξ

и N0 задавались в виде диагональных матриц [4] с элементами по диа-
гонали, равными дисперсиям шума измерения в спектральных каналах
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(для матрицы Vξ) и дисперсиям случайных изменений концентраций
газовых компонентов смеси (для матрицы N0).

Математическое моделирование определения концентраций газов
проводилось для одиночных измерений, серий из 10 и 100 измерений.
Определялись концентрации газов и погрешности δj для одиночных
измерений и для всей серии из 10 или 100 измерений.

Примеры результатов математического моделирования показаны
на рис. 1–5. Здесь приведены результаты определения концентраций
газовых компонентов в шестикомпонентной смеси этилен–хлоропрен–
гидразин–аммиак–метанол–этилакрилат для относительного средне-
квадратического значения шума измерения 5% (шум измерения оди-
наков во всех спектральных каналах). В смеси присутствует хлоро-
прен, не имеющий ярко выраженных пиков поглощения в использу-
емых спектральных каналах измерения. Математическое моделирова-
ние проводилось для двух случаев: концентрации компонентов сме-
си примерно одного порядка; концентрации двух компонентов смеси
(хлоропрена и гидразина) примерно на 2 порядка меньше концентра-
ции других газов смеси.

При построении байесовской оценки концентраций газов для всех
компонентов смеси относительные среднеквадратические значения
возможных изменений концентраций задавались равными 90%, а
средние значения концентраций — бо́льшими или меньшими действи-
тельных значений на 0. . . 90%.

На рис. 1 и 2 приведены средние по серии из 100 измерений по-
грешности δ (в процентах) определения концентраций газовых ком-
понентов в случае, когда концентрации компонентов смеси этилен–
хлоропрен–гидразин–аммиак–метанол–этилакрилат примерно одного

Рис. 1. Погрешности определения
концентраций этилена, гидразина,
аммиака, метанола и этилакрилата
в случае, когда концентрации ком-
понентов смеси примерно одного
порядка

Рис. 2. Погрешности оп-
ределения концентрации
хлоропрена в случае, ког-
да концентрации компо-
нентов смеси примерно
одного порядка
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порядка: 10−4; 2·10−4; 6·10−4; 4·10−4; 5·10−4; 3·10−4. При использова-
нии метода байесовских оценок средние значения концентрации газов
задавались на 45% меньше или больше их действительных значений.

На рис. 1 приведены погрешности δ для пяти газовых компонен-
тов. Здесь I — этилен, II — гидразин, III — аммиак, IV — метанол, V —
этилакрилат; 1 — погрешности, полученные при использовании пря-
мого решения уравнения лазерного газоанализа (2); 2, 3 — погрешно-
сти концентраций газов, полученные при использовании метода квази-
решений и метода регуляризации Тихонова (параметр регуляризации
определялся методом невязки); 4 — погрешности байесовских оценок
концентраций газов, найденных по уравнению (4). Из рис. 1 видно, что
для пяти газов смеси из шести погрешности всех методов имеют при-
емлемые значения, хотя для отдельных компонентов смеси они могут
существенно отличаться друг от друга.

На рис. 2 приведены погрешности δ определения концентрации
хлоропрена. Здесь обозначения столбцов те же, что и на рис. 1. Видно,
что методы прямого решения, поиска квазирешений и регуляризации
Тихонова не позволяют определить концентрацию хлоропрена. Метод
байесовской оценки позволяет определять концентрацию хлоропрена
с приемлемой точностью.

На рис. 3–5 приведены средние по серии из 10 измерений погреш-
ности δ определения концентраций газовых компонентов той же сме-
си газов этилен–хлоропрен–гидразин–аммиак–метанол–этилакрилат в
случае, когда концентрации двух компонентов смеси (хлоропрена и ги-
дразина) примерно на 2 порядка меньше концентрации других газов
смеси: 5·10−4; 9·10−7; 4·10−6; 1·10−4; 2·10−4; 3·10−4. Средние значе-
ния концентрации газов (см. рис. 3, 4) задавались на 45% меньше или
больше их действительных значений.

На рис. 3 приведены погрешности δ определения концентраций че-
тырех газовых компонентов. Здесь I — этилен, II — аммиак, III — мета-
нол, IV — этилакрилат. Обозначения столбцов на рис. 3 те же, что и на
рис. 1. Из рис. 3 видно, что для четырех газов смеси из шести погреш-
ности всех методов имеют приемлемые значения, хотя для отдельных
компонентов смеси они могут существенно отличаться друг от друга.
Отметим, что в большинстве случаев и для одиночных измерений в се-
рии погрешности всех методов для этих четырех компонентов имеют
приемлемые значения.

На рис. 4 приведены погрешности δ определения концентраций
хлоропрена и гидразина. Обозначения столбцов на рис. 4 те же, что и
на рис. 3. Хорошо видно, что концентрации хлоропрена и гидразина
позволяет с приемлемой точностью определить только метод байесов-
ской оценки. Погрешности определения концентраций хлоропрена и
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Рис. 3. Погрешности определения
концентраций этилена, аммиака,
метанола и этилакрилата, когда кон-
центрации хлоропрена и гидразина
на 2 порядка меньше концентрации
других газов смеси

Рис. 4. Погрешности определения
концентраций хлоропрена и
гидразина в случае, когда их кон-
центрации на 2 порядка меньше
концентрации других газов смеси

Рис. 5. Погрешности байесовской
оценки определения концентра-
ции хлоропрена и гидразина при
разных смещениях между зада-
ваемыми по априорным данным
средними значениями концентраций
и действительными значениями
концентраций

гидразина другими методами могут составлять сотни и даже десятки
тысяч процентов.

На рис. 5 показаны погрешности δ байесовской оценки опреде-
ления концентрации хлоропрена и гидразина при разных смещениях
между задаваемыми по априорным данным средними значениями кон-
центраций и действительными значениями концентраций. Столбцы на
рис. 5 соответствуют разным значениям смещения, %: 1 — 0; 2 — 15;
3 — 30; 4 — 45; 5 — 60; 6 — 75; 7 — 90. Из рисунка видно, что при
небольшом смещении погрешности определения концентрации хлоро-
прена и гидразина невелики. При увеличении смещения (которого при
проведении измерений мы не знаем) погрешности определения кон-
центрации возрастают и порядок этих погрешностей примерно равен
смещению. При очень большом смещении (90%), равном заданно-
му относительному среднеквадратическому значению возможных из-
менений концентраций хлоропрена и гидразина, погрешности также
оказываются большими — порядка 90%.

Выводы. 1. Метод, основанный на байесовской оценке решения,
требует знания дополнительной априорной информации о средних
значениях и дисперсиях случайных изменений концентраций газовых
компонентов смеси.
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2. Если для выбранных спектральных каналов измерения компо-
ненты газовой смеси имеют ярко выраженные максимумы спектров
поглощения и концентрации компонентов смеси не сильно отличают-
ся друг от друга (имеют примерно один порядок), то метод, основан-
ный на байесовской оценке решения, методы регуляризации Тихонова
и поиска квазирешений имеют приемлемые значения погрешностей
определения концентраций газов (хотя для отдельных компонентов
смеси они могут существенно отличаться друг от друга).

3. В случае сложных многокомпонентных смесей (когда для вы-
бранных спектральных каналов измерения компоненты газовой смеси
имеют гладкий спектр поглощения без ярко выраженных пиков погло-
щения в используемых спектральных каналах измерения или концен-
трации компонентов смеси отличаются на несколько порядков) метод,
основанный на байесовской оценке решения, позволяет с приемлемой
точностью определять концентрации газов, тогда как методы регуля-
ризации Тихонова и поиска квазирешений дают погрешности в сотни
и тысячи процентов.
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