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Аннотация Ключевые слова 
Предложен подход, позволяющий учитывать сфе-
ричность Земли при решении задач оптимизации 
маршрута полета летательного аппарата и обработ-
ки матрицы высот рельефа, используя исходную 
информацию на гномонической проекции. При-
менение основного свойства гномонической про-
екции — представление ортодромий в виде пря-
мых — позволяет использовать общепринятые 
алгоритмы и  подходы  при  оптимизации  маршру-
тов  и решать данные задачи в условиях ограничен-
ных вычислительных возможностей на бортовых 
вычислителях летательных аппаратов, например,  
с использованием методов теории графов, широко 
применяемых при решении аналогичных задач  
на плоскости. Необходимость учета сферичности 
Земли в алгоритмах оптимизации маршрута вызва-
на особенностями траекторного управления лета-
тельным аппаратом (а именно, движением вдоль 
ортодромии) между поворотными пунктами марш-
рута. Приведены алгоритмы и зависимости, позво-
ляющие обрабатывать исходную информацию,  
в том числе матрицы высот рельефа, на гномониче-
ской проекции: формулы для решения прямой  
и обратной геодезической задачи, упрощенная,  
с точки зрения вычислительных ресурсов, зависи-
мость для определения расстояния между двумя 
точками на проекции, решения для выборки ячеек, 
принадлежащих заданному полигону или окружно-
сти. Для демонстрации применения полученных 
зависимостей при решении практической задачи 
определения кратчайшего пути между двумя точка-
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ми на земной поверхности с обходом запретных 
зон, образованных путем анализа матрицы высот 
рельефа в рассматриваемой области, рассмотрен 
пример ее решения с помощью методов теории 
графов (алгоритма Дейкстры) 
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Введение. Решение задачи оптимизации маршрута полета летательных ап-
паратов (ЛА) можно разбить на несколько подзадач, одной из которых яв-
ляется выбор способа представления рабочей области и вывод необходимых 
зависимостей для решения сопутствующих оптимизации маршрута задач на 
сфере. Например, при использовании методов дискретной математики для 
поиска кратчайшего маршрута, широко применяемых на практике, суще-
ствует необходимость  предварительной  обработки  полигонов  запретных 
зон (препятствий), множественного определения полигонов видимости  
и решения задачи определения расстояния между точками [1–3] (в практи-
чески значимых задачах — обратной геодезической задачи). На практике 
это приводит к необходимости многократного решения прямой и обратной 
геодезических задач и определения пересечения ортодромий, обработки 
матрицы высот рельефа и др. Решение данных задач в бортовых  вычисли-
телях  ЛА  затруднительно  в  связи  с  ограниченностью вычислительных  
ресурсов  и  требует  существенных  временных  затрат.   В настоящей работе 
с использованием аналитического метода и математической картографии 
рассмотрен подход использования гномонической проекции в рамках ре-
шения задач, связанных с оптимизацией маршрута полета, а также предло-
жены алгоритмы и упрощения, позволяющие решать такие задачи на бор-
товых вычислителях ЛА. 

В настоящее время применение гномонической проекции для реше-
ния прикладных задач оптимизации маршрутов в бортовых вычислите-
лях ЛА в отечественной и зарубежной литературе недостаточно освеще-
но. Предлагаемый алгоритм поиска маршрутов в [4] сравнивается с гипо-
тетическим поиском пути на гномонической проекции. 

Методы теории графов как один из способов оптимизации маршру-
та на плоскости. Задача оптимизации маршрута полета ЛА с учетом опас-
ных и запретных зон на сегодняшний день является актуальной, о чем сви-
детельствует наличие множества патентов [5–8] и научных работ [1, 2, 9, 
10]. Варианты решения данной задачи различаются в зависимости от до-
ступных вычислительных мощностей и требуемой степени оптимальности 
решения. Широко применяются методы теории графов, как правило, ис-
пользуются алгоритмы поиска кратчайшего пути, например, алгоритмы 
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Дейкстры или A*. Решение задачи оптимизации маршрута можно разбить 
на несколько подзадач: 

– выбор способа представления рабочей области в виде графа; 
– вывод необходимых зависимостей для определения матрицы смеж-

ности; 
– вывод необходимых зависимостей для определения матрицы весов; 
– использование выбранного алгоритма для определения оптималь-

ного маршрута. 
В простейшем случае рабочая область представляется в виде равномер-

ной ортогональной сетки, ячейки которой являются вершинами графа, при 
этом каждая вершина графа может быть связана только с ближайшими 
ячейками. Однако такое представление дает грубое решение и на практике 
применяется редко. Некоторые другие варианты разбиения рабочей обла-
сти в виде графа приведены в [3, 11, 12]. 

Существуют и более сложные варианты представления рабочей обла-
сти в виде графа. Например, рассматривая в виде вершин графа участки 
между точками на рабочей области, можно учесть ограничения на макси-
мальный допустимый угол изменения направления движения. Такой вари-
ант представления рабочей области существенно увеличит размер графа.  

Некоторые варианты представления рабочей области в виде графа до-
пускают связь между любыми его вершинами. В этом случае определение 
матрицы смежности и матрицы весов представляется трудной вычисли-
тельной задачей. Например, для формирования матрицы смежности требу-
ется определить факт пересечения элементарного участка маршрута между 
парами вершин графа с границами опасных и запретных зон. Для сниже-
ния сложности задачи определения матрицы смежности на плоскости при-
думаны алгоритмы [13–15], позволяющие определить полигон видимости 
(и, как следствие, смежные вершины графа для рассматриваемой вершины) 
за меньшее время. 

Решение задачи оптимизации маршрутов на сфере является более 
сложным с вычислительной точки зрения, так как алгоритмов [13–15], 
упрощающих задачу определения матрицы смежности для сферического 
представления Земли не существует. В связи с этим для сферического пред-
ставления Земли при определении матрицы смежности необходимо явно 
выявить факт пересечения множества ортодромий, образованных верши-
нами графа, и множества ортодромий, образованных границами опасных  
и запретных зон. Определение матрицы весов может оказаться также до-
статочно трудной (с вычислительной точки зрения) задачей, в зависимости 
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от размера графа. Решение таких задач в бортовых вычислителях ЛА за-
труднительно в связи с ограниченностью вычислительных ресурсов и тре-
бует существенных временных затрат.  

Перевод рабочей области на гномоническую проекцию позволяет 
рассматривать кратчайшие участки маршрута на сфере (т. е. ортодромии) 
прямыми. Это позволяет существенно упростить задачу определения 
матрицы смежности. 

Отметим, что настоящая работа не отвечает на вопрос «как именно 
применять теорию графов и осуществлять представление рабочей области 
в виде графа», так как ответ на данный вопрос зависит от конкретной ре-
шаемой задачи и принятых в ней упрощений, допущений и ограничений. 
Тем не менее показана полезность работы с гномонической проекцией при 
оптимизации маршрутов методами теории графов. 

Постановка задачи. Необходимо получить зависимости или алгорит-
мы, позволяющие решать на гномонической проекции следующие задачи, 
связанные с оптимизацией маршрутов полета ЛА: 

– определение полигона видимости и факта пересечений маршрута 
полета ЛА с запретными и опасными зонами; 

– определение угла между ортодромиями, решение прямой и обрат-
ной геодезических задач; 

– обработка информации, приведенной в виде регулярной сетки  
на гномонической проекции. 

Для решения задач приняты следующие упрощения: 
– все задачи решаются на сфере; для учета разного радиуса Земли в пер-

вом приближении предлагается при решении прикладных задач (напри-
мер, определение расстояния между двумя точками) использовать усред-
ненный радиус точек интереса; 

– препятствия (запретные и опасные зоны) имеют вид выпуклых по-
лигонов, границы которых являются ортодромиями; 

– матрица высот рельефа представляется в гномонической проекции 
или ее преобразование в гномоническую проекцию допустимо; 

– элементарным участком маршрута полета является ортодромия; 
– точность числа IEEE 754 (двойной точности) достаточна для хране-

ния координат. 
Принятые упрощения являются существенными при решении высоко-

точных задач на поверхности Земли. В рамках решения прикладных задач 
оптимизации маршрутов допустимы упрощения. В настоящее время нави-
гация значительного числа ЛА по маршруту выполняется по формулам 
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сферической тригонометрии [16]. Любое препятствие можно представить  
в виде одного или нескольких выпуклых полигонов, границы которых яв-
ляются ортодромиями (можно разбить границы зон на несколько участков, 
где допустимо принять их ортодромиями). 

Пересчет координат в гномоническую проекцию. Основные соотно-
шения гномонической проекции и ограничения приведены в [17]. Форму-
лы пересчета геоцентрических координат в координаты на гномонической 
проекции имеют вид 
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 (1)  

 0 0 0cos sin sin cos cos cos( ),c  
где c  — угловое расстояние от точки с координатами  до центра про-
екции; ,  — геоцентрические координаты искомой точки; 0 , 0  — 
геоцентрические координаты центра проекции. 

Обратный пересчет координат имеет вид 
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где atan ;c  2 2
1 2 ;G G  1G , 2G  — элементы вектора .  

В связи с тем, что решение задач происходит на сфере, допустимо осу-
ществлять поворот осей в декартовой системе координат так, чтобы мини-
мизировать вычислительную сложность требуемых расчетов. В этом случае 
координаты имеют вид 

 
;
,
 (3) 

где  — координаты в повернутой гномонической проекции;  — 
координаты в гномонической проекции, оси которой направлены по 
сторонам света (далее гномоническая проекция);  — матрица направ-
ляющих  косинусов  пересчета  координат  из  гномонической  проекции  
в повернутую гномоническую проекцию. 

Особенности определения полигона видимости и факта пересечений 
маршрута полета ЛА с запретными и опасными зонами. В рамках оптими-
зации маршрута полета ЛА часто требуется определить факт пересечения 
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участка маршрута с запретными и опасными зонами либо построить поли-
гон видимости, характеризующий области, досягаемость которых возможна 
из какой-либо точки без пересечения с запретными зонами. Применительно 
к методам теории графов  данная задача решается при определении матри-
цы смежности. Способы решения данной задачи на плоскости известны,  
их вычислительная сложность описана в [13–15]. Чтобы иметь возможность 
их применить, необходимо рассматривать ортодромию (элементарный уча-
сток маршрута) в виде прямой линии. Использование гномонической про-
екции позволяет реализовать данное требование и применять стандартизи-
рованные алгоритмы. 

Без гномонической проекции вычислительная сложность алгоритмов 
определения матрицы смежности при использовании «наивного» алгорит-
ма (явная проверка пересечений ортодромий, образованных вершинами 
графа, с запретными и опасными зонами) составляет 3( )O n  (где n  — число 
вершин графа). Вычислительная сложность определяется исходя из необ-
ходимости расчета полигона видимости по наивному алгоритму для каж-
дой вершины графа. При использовании гномонической проекции  
за счет других алгоритмов, например [13–15], вычислительную сложность 
можно снизить до значений порядка 2( lg ).O n n  При этом даже в случае 
явной проверки пересечений ортодромий (образованных вершинами гра-
фа) с запретными и опасными зонами вычисления будут проводиться 
быстрее на гномонической проекции,  в связи с простотой алгоритма про-
верки пересечения двух отрезков на плоскости по сравнению с алгоритмом 
проверки пересечения двух ортодромий на сфере. Для проверки пересече-
ния двух отрезков на плоскости (без учета особых случаев) можно восполь-
зоваться простым алгоритмом с вычислением ориентированных площадей 
четырех треугольников. Для проверки пересечения двух ортодромий (без 
учета особых случаев) на сфере необходимо проверить наличие решения 
системы Ax By Cu Dv  (где , , ,A B C D  — трехмерные векторы, за-
дающие рассматриваемые ортодромии) с неотрицательными компонента-
ми, что требует вычисления четырех определителей матриц размера 3 × 3  
и сравнения их знаков.  

Алгоритм решения прямой и обратной геодезической задачи, опре-
деления угла между ортодромиями. Одним из свойств гномонической 
проекции является существенное искажение длин и углов. Степень иска-
жения увеличивается с удалением рассматриваемых точек от центра про-
екции. Для учета искажений требуется решить прямую и обратную геоде-
зические задачи. 
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Обратная геодезическая задача заключается в том, что по известным 
координатам точек требуется определить горизонтальное положение 
(длину) и дирекционный угол. Зависимость длины ортодромии в угловой 
мере между точками от координат точек можно определить из формул 
сферической тригонометрии: 

 11 21 12 22
1 2

2 2 2 211 12 21 22

1, acos ,
1 1

G G G GD
G G G G

 (4) 

где 1xG , 2xG  — элементы вектора .  
Дирекционный угол (угол между двумя ортодромиями) определяем, 

рассматривая плоскости [P1 0 P2] и [P2 0 P3], образованные центром ко-
ординат 0 в пространстве 3R  и точками P1, P2, P3 с координатами 
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1
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В результате угол между ортодромиями, образованными координа-
тами 1 2,  и 2 3, ,  определяется по соотношениям: 
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где 1 , 1 , 1 , 2 , 2 , 2x y z x y zp p p p p p  — коэффициенты, задающие плоскости. 
Для нахождения знака угла (направления поворота) необходимо до-

полнительно определить положение точек относительно друг друга (по-
ложительное направление поворота по ходу часовой стрелки при движе-
нии от 1G  к 3G ): 

 
* 31 11 22 12 32 12 21 11

* 31 11 22 12 32 12 21 11

, ;
, .

 (7)
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Важным свойством в случае поворота осей является то, что угловая 
длина дуги между двумя точками не меняется. Искажения углов также 
остаются постоянными. В связи с этим расчет угловой длины дуги и уг-
лов между тремя точками на повернутой гномонической проекции мож-
но проводить без преобразования в гномоническую плоскость, т. е. вы-
полняются следующие соотношения:  

 1 2 1 2 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

, , , ;
, , , , , , .

 (8) 

Прямая геодезическая задача заключается в том, что по известным 
координатам точки 2, линии 1–2, дирекционному углу этой линии и ее 
горизонтальному продолжению (длине) требуется определить координа-
ты точки 3. Для минимизации погрешностей работы БЦВМ с плавающей 
точкой решение прямой геодезической задачи можно представить в виде 
приращения к координатам точки по формуле: 

 

3 2 2 2
p1 21 21 11 21 11 11 2121 22 22

2
12 22 12 11 21 2221

3 2 2 2p2 22 22 12 12 22 1222 21 21 22

2
11 21 11 21 12 2222

3

1 ;

3

1 ,

z

z
 (9) 

где z  — угол поворота, задающий положение точки интереса относи-
тельно ортодромии 1 2  (по ходу часовой стрелки относительно 2 ,
точка 1  задает направление опорной ортодромии); 

2 2 11 21 12 22 11 22 21 1221 22

2 2 2
11 21 12 22 11 22 12 21

2 2
21 22

Tan3 ;
2 Tan 1

2 ;

1 sin 1,

z

z

L
L G G G G G G G G G G

G G G G G G G G

G G

  

где Tan tg ,L L  L — угловая длина дуги от точки 2 до точки интереса; 
cos .z z   

Расчет прямой геодезической задачи на повернутой гномонической 
проекции допустимо осуществлять без промежуточного пересчета в гно-
моническую проекцию по аналогии с решением обратной геодезической 
задачи. 
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Алгоритм определения расстояния между близко расположенными 
точками с использованием упрощенных зависимостей. При решении за-
дач оптимизации  маршрутов  важность имеет представление рабочей  
области в виде равномерной ортогональной сетки с относительно малым 
шагом, так как такое представление позволяет хранить и обрабатывать 
матрицу высот рельефа. В таком представлении рабочей области на гномо-
нической проекции ячейки сетки имеют разную реальную площадь, причем 
с удалением  от  центра  проекции  площадь  ячейки  уменьшается.  При  
этом  возможно сделать трассировку луча, используя алгоритм растериза-
ции прямой, например, алгоритм Брезенхема [6], и определить ячейки, 
принадлежащие интересующей ортодромии. Сравнение данного способа 
определения принадлежности ячеек матрицы высот рельефа ортодромии с 
другими вариантами решения задачи приведено в таблице. 

Возможны и более сложные случаи использования трассировки лучей, 
например, в задаче определения углов закрытия, которые в свою очередь 
могут быть использованы при определении факта учета запретной зоны 
для оптимизации маршрутов. Тогда может потребоваться найти расстоя-
ние от искомой точки до некоторых ячеек, принадлежащих интересующей 
ортодромии. При достаточно малом шаге равномерной ортогональной сет-
ки расстояние можно определять непосредственно во время трассировки 
прямой, используя упрощенные зависимости, реализуемые на слабых вы-
числителях. В этом случае обратная геодезическая задача примет вид 

 
2

11 21 21 22
1 2 2 2 2 2

11 12 21 22

1ˆ , 1 .
1 1

G G G G
G G G G

 (10) 

Дополнительно на вычислителях с поддержкой IEEE 754 можно ис-
пользовать быстрый инверсный обратный корень (в виде x  

1/ _ rsqrt )q x  для дополнительного многократного ускорения решения 
обратной геодезической задачи, что влечет за собой дополнительную пог-
решность определения расстояния, зависящую от реализации [18]. 

Обработка информации, приведенной в виде регулярной сетки  
на гномонической проекции.  Задача обработки информации, приведен-
ной в виде сетки на гномонической проекции (например, матрицы высот 
рельефа местности), также является актуальной при решении задачи опти-
мизации маршрутов. Для работы с матрицей высот рельефа, как правило, 
требуется осуществлять выборку ячеек, принадлежащих заданным усло-
виям. 
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В настоящей работе рассмотрены два варианта выборки ячеек равно-
мерной ортогональной сетки на гномонической проекции, принадлежащих 

– заданному выпуклому полигону; 
– окружности, определенной центральной точкой и радиусом R  в мет-

рах. 
Алгоритм выборки ячеек, принадлежащих заданному выпуклому по-

лигону, следующий: 
– разделить заданный полигон на множество сферических треуголь-

ников; 
– определить множество ячеек матрицы высот рельефа, принадле-

жащих каждому сферическому треугольнику из множества; 
– объединить полученные множества ячеек. 
Исходя из свойств гномонической проекции следует, что сферические 

треугольники на гномонической проекции имеют вид треугольников. В ре-
зультате применимы алгоритмы [19], с использованием которых можно 
определить множество ячеек, принадлежащих заданному полигону. 

Задача выборки ячеек равномерной ортогональной сетки, принадле-
жащих окружности, требует вывода уравнения окружности заданного ра-
диуса на гномонической проекции. Для этого необходимо решить уравне-
ние относительно 1:pG  , 0c p zD L , где c  — координаты центра 
окружности; p  — координаты точек на окружности; zL  — радиус 
окружности. 

Зависимость, полученная в результате решения уравнения, имеет вид 

 

1 1 1 2 2
2 2 2
1 2 1

1
1 1 1 2 2

2 2 2
1 2 1

cLsq cLsq cLsq
,

cLsq cLsq cLsq

c c c p

c c c
p

c c c p

c c c

G G G G
G G G

G G G G
G G G

 (11) 

здесь 1 2 ;  

 
2 2 2 22 1 2 1 2

2 2 2 2 2 22 22 1 2 1 2 1

cLsq 1 cLsq 1

cLsq 1 2 1 ,
c c c c

c pp c c c c c

G G G G

G G G G G G G G
 

где 2cLsq cos ( ).zL  
На вычислителях с поддержкой IEEE 754 возможно использование 

быстрого инверсного обратного корня (в виде 1/ _ rsqrt( ))x q x  для 
дополнительного многократного ускорения вычисления значения пере-
менной 1  (и, как следствие, искомой области), что влечет за собой пог-
решность выборки ячеек, зависящую от реализации [18]. 
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Для реализации данной зависимости в алгоритмах выборки ячеек 
дополнительно находят диапазон 2 ,pG  при котором определена 1.pG  Для 
этого необходимо решить уравнение 2 2( ) 0.pG  

Результирующий диапазон: 

 

2 1
2 2 2 2
1 12 2

2
2 1

2 2 2 2
1 12 2

:
cLsq cLsq cLsq

:
cLsq cLsq cLsq

c

c cc c
p

c

c cc c

G
G G G G

G
G

G G G G

, (12) 

где 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 1(cLsq 1) 1 cLsq 1 .c c c c cG G G G G  

Аналогичный диапазон для 1,pG  характеризующий максимум и ми-
нимум 1,pG  можно получить, решая уравнение ( , ) 0c p zD G G L  отно-
сительно 2.pG  

Используя полученные зависимости, можно осуществить выборку 
ячеек матрицы высот рельефа, находящихся между решениями 1,pG  
принадлежащих окружности заданного радиуса. 

Пример решения задачи поиска кратчайшего маршрута с использо-
ванием гномонической проекции. Требуется найти кратчайший маршрут 
из точки А с геоцентрическими координатами 51,5  с. ш. и 160  в. д. до точ-
ки B с координатами 67,5  с. ш. и 141,5  в. д., с обходом областей превыше-
ния рельефом высоты 1500 м на удалении не ближе 25 км, по аналогии  
с требованиями авиационных правил полетов1 в части расчета нижнего 
эшелона полета по Правилам полета по приборам (ППП), с учетом матри-
цы высот рельефа для района 50…69  с. ш. и 140…17  в. д. 

Решать задачу можно разными способами. В рамках настоящей рабо-
ты для демонстрации использования зависимостей задачу предлагается 
решать следующим образом. 

1. Определить координаты центра проекции и задать матрицу направ-
ляющих косинусов пересчета координат из гномонической проекции  
в повернутую гномоническую проекцию, удобную для решения задачи.  
Для удобства и минимизации искажений целесообразно сформировать  
повернутую косую гномоническую проекцию с центром в точке А, ось абс-
цисс которой направлена на точку B, и представить на ней исходную мат-
рицу высот рельефа (с учетом формул (1), (3), рис. 1, а). 
__________________

1 Федеральные авиационные правила полетов в воздушном пространстве 
Российской Федерации. М., 4-й филиал Воениздата, 2002. 
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2. Обработать матрицу высот рельефа и выделить области на гномо-
нической проекции, в которых имеются превышения рельефом высоты 
1500 м на расстоянии ближе 25 км (с учетом формул (11), (12), рис. 1, б). 
При этом можно допустить увеличение шага сетки матрицы высот  
рельефа для ускорения обработки. 

3. На основе выделенных на предыдущем шаге запретных областей 
сформировать полигоны запретных зон для обхода. Для этого предлага-
ется использовать алгоритмы обхода контуров (а именно, алгоритмы об-
хода вершин [20]), исключая недостижимые паразитные контуры внутри 
запретных зон. 

4. Определить вершины графа и матрицу смежности. В качестве вер-
шин графа используют начальную и конечную точки маршрута, а также 
вершины полигонов запретных зон. 

Рис. 1. Сформированная гномоническая проекция и исходная матрица высот 
рельефа (а), обработанная матрица высот рельефа на гномонической  

проекции (б) (выделены области, имеющие превышение рельефом порогового 
значения 1500 м на расстоянии ближе 25 км) 

 
Для корректной работы некоторых алгоритмов определения матрицы 

смежности (например, наивного алгоритма) необходимо сформировать 
опоясывающие полигоны запретных зон, каждая вершина, которых сме-
щена на пренебрежимо малое расстояние по направлению биссектрисы 
внешнего угла исходного полигона запретной зоны (рис. 2). Полученные 
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Рис. 2. Опоясывающий полигон запретной зоны 

координаты используются вместо координат вершин графа (т. е. координат 
запретных зон) при проверке пересечения связей между вершинами графа  
с запретными зонами. Рассчитывать координаты опоясывающих прямо-
угольников нужно по формулам (6)–(9), веса ребер в матрице смежности — 
по (4), (8). 

5. Использовать алгоритм Дейкстры для поиска кратчайшего марш-
рута, результат поиска кратчайшего маршрута приведен на рис. 3. 

Перспективы развития. Такой подход является достаточным для ре-
шения значительного числа практических задач оптимизации маршрутов 
на земной поверхности. Однако в некоторых случаях (например, при 
необходимости учесть различную динамику изменения ошибок навигации 
вдоль осей траекторной системы координат при движении между пово-
ротными пунктами маршрута) может потребоваться определение некоего 
эквивалента суммы Минковского [3] для расчета конфигурационного про-
странства на гномонической проекции. Определение такой фигуры явля-
ется сложной задачей, которая не рассматривается в настоящей работе.  

Подразумевается, что в процессе полета между заданными поворот-
ными пунктами маршрута ЛА будет выдерживать сформированную ор-
тодромию. В других случаях использование гномонической проекции 
может быть нецелесообразно или может требовать ввода каких-либо до-
полнительных искусственных ограничений (например, ограничить длину 
ортодромии между поворотными пунктами маршрута, чтобы погреш-
ность выдерживания ортодромии ЛА не превысила заданного порога) 
и/или вывода зависимостей для решения вышеописанных задач, соответ-
ствующих способу траекторного управления. 
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Рис. 3. Результат поиска кратчайшего маршрута алгоритмом Дейкстры  
на гномонической проекции с учетом полигонов запретных зон (а)  

и на карте рассматриваемого района (б) 
 
Если исходная информация в гномонической проекции сформирова-

на без учета координат исходной и конечной точки (в случае, если они  
не принадлежат одной имеющейся проекции), то появляется необходи-
мость поиска неких промежуточных общих точек на двух или более гно-
монических проекциях. Однако решать такую задачу необходимо с уче-
том особенностей используемого метода оптимизации маршрута. 

Заключение. Предложен подход использования гномонической проек-
ции  для  решения  задачи  оптимизации маршрута и обработки  матрицы  
высот рельефа. Полученные соотношения позволяют учесть сферичность 
земной поверхности при оптимизации маршрута ЛА на гномонической 
проекции и использовать стандартизированные алгоритмы, применяемые 
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для решения этой задачи на плоскости. Предложены упрощения, реализуе-
мые в бортовых вычислителях ЛА для ускорения расчетов, а также соотно-
шения для выборки ячеек матрицы высот рельефа, приведенной в виде ре-
гулярной сетки на гномонической проекции. 
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Abstract Keywords 
The paper proposes an approach that allows accoun-
ting for the Earth sphericity in solving the problems 
of optimizing the flight route of an aerial vehicle and 
processing the terrain elevation matrix using the 
initial information presentation in the gnomonic 
projection. The use of the gnomonic projection main 
property, i.e., representation of the orthodromies 
in the form of straight lines, makes it possible to 
apply the generally accepted algorithms and ap-
proaches in route optimization and solve these prob-
lems with limited computation capabilities of the 
aerial vehicle onboard computers. For example, 
the graph theory methods widely used in solving 
the similar problems on a plane could be applied. 
The need to take into account the Earth sphericity in 
the route optimization algorithms is caused primarily 
by features of the aerial vehicle trajectory control 
(namely, flight along the orthodromy) between the 
route turning points. The paper presents algorithms 
and dependencies that allow processing the initial 
information (including the terrain elevation matrix) 
on the gnomonic projection. They include formulas 
to solving the direct and inverse geodetic problem, 
simplified (from the point of view of computation 
resources) dependency to determine the distance 
between two points in the projection, and solutions 
to select cells belonging to the given polygon or circle. 
To demonstrate the use of the obtained dependencies 
in solving a practical problem of determining 
the shortest path between two points on the Earth’s 
surface with bypassing the forbidden zones (formed 
by analyzing the terrain elevation matrix in the area 
under consideration), an example of its solution 
using the graph theory methods (Dijkstra’s algo-
rithm) is considered 

Route optimization, bypassing 
forbidden zones, terrain eleva-
tion matrix processing, gnomon-
ic projection, orthodromy 
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