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Аннотация Ключевые слова 
Повышена эффективность эволюционных алгорит-
мов решения дорогостоящих многокритериальных 
задач оптимизации путем внедрения эффективных 
регрессионных моделей машинного обучения, ап-
проксимирующих целевые функции, для ускорения 
сходимости к истинному фронту Парето при огра-
ниченном числе вычислений критериев (так назы-
ваемый суррогатный подход). За основу разрабо-
танного метода многокритериальной оптимизации 
с суррогатным подходом взят эволюционный алго-
ритм MOEA/D. В качестве суррогатных моделей 
рассмотрены метод регрессионного анализа, осно-
ванный на гауссовых процессах, — кригинг (KRG), 
и метод опорных векторов (SVM), предназначенный 
для решения задач классификации и регрессии. 
Показано, что модифицированный эволюцион-
ный алгоритм многокритериальной оптимизации 
MOEA/D демонстрирует сравнимые или лучшие 
результаты на всех тестовых задачах международно-
го соревнования алгоритмов многокритериальной 
оптимизации. Сравнение эволюционного алгоритма 
MOEA/D с другими участниками соревнования 
не проводилось, в частности, из-за уменьшенного 
вычислительного ресурса. Предложенный подход 
с кригингом показал лучшие средние результаты 
по метрике IGD, которая предназначена для оценки 
качества работы алгоритмов многокритериальной 
оптимизации. Разработанный подход с кригингом 
также показывает более разнообразные решения 
по сравнению с методами опорных векторов и алго-
ритмом MOEA/D 
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Введение. Дорогостоящая оптимизация является важной областью ис-
следований, направленных на решение задач, требующих значительных 
вычислительных ресурсов для их анализа [1]. Такие задачи часто встре-
чаются в инженерии, финансовом моделировании, машинном обучении 
и других сферах. 

 Одним из подходов для решения проблемы дорогостоящей оптими-
зации является использование методов, основанных на суррогатном мо-
делировании [2–4]. Такие методы эффективно применяются в условиях 
ограниченного числа вычислений целевой функции. 

 Разновидностью дорогостоящей оптимизации является дорогостоя-
щая многокритериальная оптимизация [5]. Кроме наличия противоречи-
вых критериев, в случае дорогостоящей оптимизации возникают дополни-
тельные сложности, так как необходимо для каждого критерия построить 
отдельную суррогатную модель. 

 Цель настоящей работы — повышение эффективности решения за-
дач дорогостоящей многокритериальной оптимизации за счет примене-
ния суррогатных моделей. Для достижения цели поставлены следующие 
задачи: 

 – рассмотреть эволюционный алгоритм многокритериальной опти-
мизации MOEA/D (Multiobjective Evolutionary Algorithm based on Decom-
position) [6]; 

 – рассмотреть и внедрить регрессионные модели, такие как кригинг 
[7] и метод опорных векторов [8]; 

 – сравнить их эффективность с базовым алгоритмом MOEA/D. 
 Эксперименты проведены на тестовых задачах, в которых нет жест-

кого ограничения на вычислительную сложность, однако число расчетов 
значений критериев искусственно ограничено. Это сделано в целях про-
верки работоспособности подхода без необходимости многократного 
решения вычислительно сложных задач. 

 Материалы и методы решения задач, принятые допущения. Эво-
люционный алгоритм многокритериальной оптимизации, основанный  
на декомпозиции MOEA/D, является одним из ведущих подходов к реше-
нию многокритериальных задач. Появление алгоритма MOEA/D привело 
к созданию целого класса многокритериальных оптимизационных алго-
ритмов, отличающихся от ранее используемых методов, основанных  
на доминировании по Парето. Базовый алгоритм MOEA/D разбивает мно-
гокритериальную задачу на несколько однокритериальных, которые оп-
тимизируются одновременно за счет использования информации из нес-
кольких соседних подзадач. 



С.М. Горбунов, В.В. Становов 

50  ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2025. № 2 

 Рассмотрим задачу многокритериальной оптимизации: 

минимизировать 1( ) ( ( ), ..., ( ))mF x f x f x  при условии x ,  

где ( )F x  — множество критериев;  — область определения, замкнутое 
множество, являющееся подмножеством ;nR  m  — число критериев. 

 Базовый алгоритм MOEA/D использует множество индивидов (ре-
шений) и поколений (итераций), поэтому общее число оценок целевой 
функции становится очень большим, это делает алгоритм непрактичным 
для задач дорогостоящей оптимизации. Решением указанной проблемы 
является внедрение механизма суррогатного моделирования. 

 Суррогатные модели — это математические регрессионные модели, 
которые аппроксимируют сложные, дорогостоящие функции. Они ис-
пользуются для предсказания значений этих функций вместо их факти-
ческого вычисления. При этом данные для обучения собираются в про-
цессе решения задачи. 

 Принцип работы суррогатных моделей включает в себя четыре шага. 
 Шаг 1. Входные решения и соответствующие им значения целевой 

функции образуют обучающую выборку. 
 Шаг 2. Выбирается модель (например, гауссов процесс [9] или нейрон-

ная сеть [10]). 
 Шаг 3. Используя обучающую выборку, модель настраивается на пре-

доставленные данные. 
 Шаг 4. После успешного обучения модель используют для оценки зна-

чений функции в новых точках без фактического вычисления функции. 
 Шаги 1–4 повторяются, пока не будет достигнут лимит на вычисле-

ния целевой функции. 
 В случае многокритериальной оптимизации возникает необходи-

мость построения нескольких суррогатных моделей, по одной для каждо-
го критерия. 

 В рамках исследования рассматриваются такие регрессионные моде-
ли, как KRG и SVM. Выбор регрессионных моделей обусловлен тем, что 
KRG часто применяют в задачах дорогостоящей оптимизации, KRG  стро-
ит качественные приближения, хотя при этом сам по себе и является вы-
числительно сложным. В свою очередь машины опорных векторов — по-
пулярный и относительно быстро работающий метод восстановления ре-
грессии. В связи с этим использование SVM может быть целесообразным в 
случаях, когда применение KRG сравнимо по времени с расчетом целевой 
функции. Регрессионная модель KRG — это основанный на гауссовом 
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процессе метод интерполяции, который был разработан в 1960 г. Этот ме-
тод постепенно применялся   для  оценки   природных  ресурсов  в  науках 
о Земле, а в последнее время и в совершенно новых областях, например, 
при проектировании и анализе компьютерных экспериментов (DACE) 

[11]. Отличительная особенность KRG — возможность предсказания  
не только оценки условного математического ожидания в каждой точке, 
но и оценки среднеквадратического отклонения. Кригинг позволяет оце-
нивать погрешность предсказания того или иного значения, KRG строится 
с учетом предположения, что исследуемая функция непрерывна и стацио-
нарна.  

 Модель KRG [12]: 

  
1

ˆ ( ) ( ),
k

i i
i

y f x Z x  

где i  — весовой коэффициент; ( )if x  — известное значение i-й функции 
в точке ;x  ( )Z x  — случайный процесс с нулевым математическим ожида-
нием, ковариационная матрица которого оценивается по выборке. Весо-
вые коэффициенты  для каждого известного значения вычисляются пу-
тем решения уравнения: 

  ,normCFt X  

где С — нижнетреугольная матрица, полученная из разложения Холец-
кого [13] корреляционной матрицы ;R  Xnorm — нормированные исходные 
данные. Результатом решения будет матрица .Ft  В дальнейшем матрица 
Ft  используется для последующего QR-разложения [14]. 

 Метод SVM — алгоритм машинного обучения, используемый как для 
классификации, так и для регрессии [8].  

 Общее описание регрессионной модели: 

  ( ) , ,f x w x b  

где ,w x  — скалярное произведение весового вектора w  и входной точ-
ки ;x  b — смещение. 

 Задача заключается в поиске функции ( ),f x  которая имеет мини-
мальное отклонение  от фактически полученных целевых значений .ty  

При этом также необходимо минимизировать норму вектора 2w  
, .w x  Можно записать эту задачу как задачу выпуклой оптимиза- 

ции: 
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минимизировать 21 ,
2

w  при условии 
, ;

, .
i i

i i

y w x b
w x b y

 

Эти условия гарантируют, что отклонения от фактических значений 
находятся в пределах заданной допустимой погрешности .   

 Введем константу регуляризации C  > 0, которая определяет баланс 
между значениями весовых коэффициентов и допустимой погрешностью, 
превышающей .  Этот параметр влияет на то, какое значение уделяется 
минимизации отклонений по сравнению с минимизацией нормы. 

 В случае линейной неразделимости невозможно найти функцию, ко-
торая точно соответствует всем точкам данных в условии ограничений. 
Аналогично функции потерь мягкого зазора [15], которая использова-
лась в SVM, для решения этой проблемы вводятся дополнительные пере-
менные , ,i i  чтобы учесть ограничения. 

 Запишем задачу, сформулированную в [8]: 

 минимизировать 2 *

1

1 ( ),
2

k
i i

i
w C  при условии 

  *

*

, ;
, ;

, 0.

i i i

i i i

i i

y w x b
w x b y  

 Кроме того, в SVM может быть использован так называемый трюк  
с ядром (kernel trick) [16], позволяющий выполнять отображение из ис-
ходного признакового пространства в спрямляющее. 

 Идея суррогатного подхода заключается в том, что для каждой целе-
вой функции создается и обучается суррогатная модель. Далее алгоритм 
MOEA/D осуществляет поиск оптимальных точек с использованием 
только суррогатных значений целевых функций. В конце каждого поко-
ления суррогатные модели обновляются на новых точках и значениях их 
функций, полученных на этом поколении. 

 На вход алгоритма поступает многокритериальная задача оптимиза-
ции (N — размер популяции; 1, ..., N — равномерное распределение 
весовых векторов; T  — число ближайших весовых векторов в окрестно-
сти каждого весового вектора).  

 Псевдокод модифицированного базового алгоритма MOEA/D при-
веден ниже. Новые пункты в базовом алгоритме выделены курсивом. 

 1. Задать maxcalc и max .surr  
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 2. Рассчитать евклидовы расстояния [17] между каждыми двумя ве-
совыми векторами. 

 3. Для 1, ...,i N  (N  — размер популяции) установить T  — число 
ближайших весовых векторов 1( ) { , ..., }TB i i i  в окрестности каждого ве-
сового вектора. 

 4. Сгенерировать начальную популяцию 1, ..., ;Nx x  установить 
( ).i iFV F x  

 5. Инициализировать и обучить суррогатные модели KRG или SVM, 
.calcn N  

 6. Пока maxcalc calcn   
 сгенерировать начальную популяцию 1, ..., Nx x  и предсказать при-

годность;  
 инициализировать 0surrn  и референсную точку *z  по формуле 

 * max { ( ) | };i iz f x x  
 пока surrn  < max ,surr  для 1, ..., :i N  

 1) случайно выбрать индексы ,k l  из ( )B i  и создать новое решение 
y  из kx  и ;lx  

 2) применить мутацию к решению y  для получения ;y  
 3) предсказать ( ),f y  1,surr surrn n  обновить * ;z  
 4) рассчитать *( | , )te ig y z  и *( | , )te j ig x z  1( , ..., N — равно-

мерное распределение весовых векторов) по формуле  
 * *

1
( | , ) max { | ( ) |};jte i i iii m

g x z f x z  

 5)  для каждого ( ) :j B i  если *( | , )te ig y z  < *( | , ),te j ig x z   
то jx y  и ( );iFV f y  

 добавить новые решения и вычисленные значения ( )f y  в обучающую 
выборку, calc calcn n N  и обновить суррогатные модели; перейти к п. 6. 

 В конце работы алгоритма выбираются точки из обучающей выбор-
ки по принципу доминирования по Парето [18]. 

 Результаты. Сравнение алгоритмов MOEA/D, MOEA/D (SVM)  
и MOEA/D (KRG) приведено в табл. 1. Алгоритмы реализованы на языке 
Python 3.8 с использованием библиотек Numpy, Scikit-Learn и SMT. 

 Алгоритмы сравнивались с алгоритмом MOEA/D-EGO, который ис-
пользует метод моделирования на основе нечеткой кластеризации для 
создания локальных суррогатных моделей [19]. Алгоритм MOEA/D-EGO 
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реализован в программной среде PlatEMO. Использовано пять тестовых 
задач, взятых с соревнования по многокритериальной оптимизации [20], 
с двумя целевыми функциями. Для сравнения эффективности алгорит-
мов выбрано среднее значение метрики IGD (Inverted Generational 
Distance) [21] по 30 независимым запускам: 

  
*

*
*

( , )
IGD ( , ) ,v P d v A

A P
P

 

где A  — аппроксимация фронта Парето (результат работы алгоритма); 
*P  — истинный фронт Парето; ( , )d v A  — минимальное расстояние  

между точкой *v P  и множеством ;A  v  — точка фронта Парето. Луч-
шие значения в табл. 1 выделены полужирным. 

Таблица 1 

Средние значения IGD базовых алгоритмов  MOEA/D  
и алгоритмов с суррогатным подходом 

Тестовая задача MOEA/D MOEA/D (SVM) MOEA/D (KRG) MOEA/D-EGO 

F5 0,094 0,042 0,022 0,053 
F8 0,641 0,495 0,332 0,382 
F9 0,199 0,171 0,020 0,081 

UF4 0,377 0,319 0,302 0,079 
UF7 0,337 0,304 0,146 0,108 

 При тестировании задавали следующие параметры:  
 – число кандидатов-решений N  = 20; 
 – число генов у кандидатов-решений n  = 3; 
 – число вычислений значений целевых функций maxsurr  = 400; 
 – генетические операторы: Polynomial Mutation [22], Simulated Binary 

Crossover (SBX) [23]; 
 – параметр для SBX и Polynomial Mutation c  = 20;  
 – число ближайших соседей T  = 3. 
 Отметим, что для использованных задач 400 вычислений целевых 

функций, как правило, недостаточно для достижения качественной ап-
проксимации фронта Парето. В соревновании [20] вычислительный ре-
сурс устанавливался равным 300 тыс. оценок критериев. При каждом вы-
числении оцениваются обе целевые функции. Объем вычислительных 
ресурсов задавался из соображений, что типичным временем счета для 
дорогостоящих задач является несколько минут. При длительности одно-
го расчета 3,6 мин 400 вычислений будут выполнены за сутки счета.  
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 Для скрещивания и мутации выбраны именно эти операторы, по-
скольку они часто используются в многокритериальных алгоритмах ве-
щественной оптимизации.  

 Для проверки статистической значимости базового алгоритма и ал-
горитма с суррогатным подходом в табл. 2 приведено сравнение резуль-
татов алгоритмов с использованием теста Манна — Уитни [24], который 
применяют, когда предположения о нормальности распределения дан-
ных не выполняются. Сравнение результатов теста Манна — Уитни меж-
ду алгоритмами MOEA/D(KRG) и MOEA/D-EGO приведено в табл. 3. 

Таблица 2 

Сравнительный тест Манна — Уитни для базовых алгоритмов MOEA/D  
и алгоритмов MOEA/D (SVM) и MOEA/D (KRG) 

Тестовая 
задача 

MOEA/D (SVM) MOEA/D (KRG) 
P-значение гипотеза P-значение гипотеза 

F5 < 0,001 H1 < 0,001 H1 
F8 0,037 H1 < 0,001 H1 
F9 1,000 H0 < 0,001 H1 

UF4 < 0,001 H1 < 0,001 H1 
UF7 0,158 H0 < 0,001 H1 

Таблица 3 

Результаты сравнительного теста Манна — Уитни для алгоритмов 
MOEA/D(KRG) и MOEA/D-EGO 

Тестовая задача P-значение Гипотеза 

F5 < 0,001 H1 
F8 0,0875 H0 
F9 < 0,001 H1 

UF4 < 0,001 H1 
UF7 < 0,001 H1 

 
 Уровень значимости  = 0,05. Превышение этого уровня означает, 

что подтверждается гипотеза происхождения выборок из одного и того 
же распределения (H0), т. е. статистически значимого различия эффек-
тивности между базовым MOEA/D и его модификацией нет. Иначе под-
тверждается альтернативная гипотеза о том, что существует статисти-
чески значимое различие результатов алгоритмов базового MOEA/D  
и MOEA/D с суррогатными подходами (H1). Результаты тестирования 
приведены в табл. 2. 
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Изображения аппроксимаций истинного фронта, полученные алго-
ритмами MOEA/D, MOEA/D (SVM) и MOEA/D (KRG) на тестовых зада-
чах, приведены на рисунке. 

 

 
 
 

Результаты работы алгоритмов  
на тестовых задачах F5 (а), F8 (б),  

F9 (в), UF4 (г) и UF7 (д):  
— истинный фронт Парето; , , 

 ,   — результаты аппроксимации  
алгоритмами MOEA/D, MOEA/D (SVM), 

MOEA/D (KRG), MOEA/D-EGO соот-
ветственно 

 

Обсуждение полученных результатов. Все алгоритмы плохо справи-
лись с тестовой задачей F8. Полученные решения с помощью подхода  
с KRG оказались более разнообразными по сравнению с решениями 
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остальных алгоритмов. Алгоритм MOEA/D (KRG) показал статистически 
значимые различия в производительности по сравнению с алгоритмом 
MOEA/D-EGO на большинстве задач (F5, F9, UF4, UF7). Это может свиде-
тельствовать о его существенном отличии от алгоритма MOEA/D-EGO. 
Однако для задачи F8 оба алгоритма показали сопоставимые результаты, 
без значимых различий. Алгоритм MOEA/D (KRG) показал лучшие ре-
зультаты в большинстве тестовых задач по среднему значению метрики 
IGD. Объяснить более высокую эффективность подхода с KRG можно сле-
дующим фактом: он оценивает не только среднее значение, но и средне-
квадратическое отклонение в каждой точке пространства. Это делает KRG 
более вычислительно сложным по сравнению с SVM, однако если решае-
мая задача достаточно сложная, дополнительные затраты могут окупиться. 

 Заключение. Предложенные алгоритмы с суррогатным подходом по-
казали лучшие результаты на тестовых задачах, чем базовый алгоритм 
MOEA/D. Подход с KRG оказался лучшим из предлагаемых. Он был лучше 
в большинстве тестовых задач по сравнению с алгоритмом MOEA/D-EGO. 
Разработанный подход можно применять в задачах, где вычислительная 
сложность одной или нескольких целевых функций сильно ограничивает 
исследование многокритериального пространства, например в задачах,  
где требуется моделирование физических процессов. Предлагаемый подход 
за меньшее число вычислений позволяет получить те же значения метрики 
IGD, что и алгоритм MOEA/D. Следовательно, при решении реальных за-
дач удовлетворительным может быть решение, полученное ранее. 
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Abstract Keywords 
The efficiency of the evolutionary algorithm is im-
proved in solving the expensive multicriteria optimiza-
tion problems by implementing efficient regression 
models of the machine learning that approximate ob-
jective functions to accelerate convergence to the true 
Pareto frontier with a limited number of the criterion 
computation (the so-called surrogate approach). The 
developed method of multicriteria optimization with  
a surrogate approach is based on the MOEA/D evolu-
tionary algorithm. The regression analysis method 
based on the Gaussian processes, i.e., kriging (KRG), 

Expensive multicriteria optimi-
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and the support vector machine (SVM) designed to 
solve classification and regression problems are consi-
dered as the surrogate models. The paper shows that the 
modified MOEA/D algorithm demonstrates compara-
ble or better results on all the test problems in the inter-
national competition of the multicriteria optimization 
algorithms. It notes that comparison with the other 
participants in the competition were not carried out 
due to other conditions, in particular, due to the re-
duced computation resources. The proposed kriging 
method shows the best average results for the IGD 
metric, which is designed to assess the multicriteria 
optimization algorithm quality. The developed kriging 
method also demonstrates more diverse solutions com-
pared to the support vector methods and the MOEA/D 
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