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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача математического описания 
транспортных потоков и управления ими на регу-
лируемых перекрестках. Предполагается, что управ-
ление осуществляется с помощью сигналов авто-
матического светофора. Решение задачи основано 
на вероятностном подходе к выбору и построению 
функций плотности распределения методами тео-
рии вероятностей. Приведена разработанная мате-
матическая модель, описывающая случайный про-
цесс движения транспортных средств через регули-
руемый перекресток. На основе модели определен 
критерий оптимизации управления транспортным 
потоком на перекрестках. Приведен алгоритм оп-
тимального управления светофорами на регулиру-
емых перекрестках. Универсальным и измеримым 
критерием качества принят максимум вероятности 
отсутствия очереди на входных участках. Пред-
ложенный критерий качества имеет свойство уни-
модальности и непрерывности, что гарантирует 
существование и единственность оптимального 
управляющего решения. Разработанный математи-
ческий алгоритм оптимального управления позво-
ляет найти оптимальные значения длительностей 
фаз светофоров, минимизирующих длину очереди  
на входных участках. Приведены примеры расчета 
функций распределения вероятностей длины оче-
реди ожидания для тестового Х-образного пере-
крестка. Данные функции отражают заявленные 
особенности принятого критерия оптимального 
управления 
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Введение. Транспортные потоки в сети городских дорог представляют со-
бой сложный объект с точки зрения теории управления. Известно, что без 
соответствующей математической модели объекта или процесса невоз-
можно его исследовать, анализировать, прогнозировать его поведение, 
разрабатывать и тестировать стратегии управления при известных крите-
риях и т. д. Существует несколько подходов к разработке моделей транс-
портных потоков. Классическим подходом считается использование зако-
нов физики, например, законов ускорения, торможения, сохранения 
транспортных средств (ТС) в сети и пр. Современным подходом является 
построение моделей по имеющимся данным, когда большие объемы ре-
зультатов наблюдений используются в качестве обучающей выборки  
и объект представляется как черный ящик, описываемый аппаратом ис-
кусственных нейронных сетей. Наряду с этими подходами в настоящее 
время существует и смешанный подход, когда основные математические 
структуры получаются из законов физики, а параметры настраиваются так, 
чтобы модель соответствовала реальному объекту. 

Модели транспортных потоков начали строить в 1930-е годы, основы-
ваясь на наблюдениях за потоками [1, 2]. В 1960-е годы накопленные ре-
зультаты исследований были обобщены в виде математической теории 
транспортных потоков. В настоящее время существует большое разнооб-
разие моделей, которые по уровню детализации можно разделить на мик-
ро-, макро- и мезоскопические, а также на модели сетей и гибридные  
модели, включающие в себя разные уровни детализации. Обзоры суще-
ствующих математических моделей приведены в [3–7]. Для решения кон-
кретной задачи с учетом ее специфики исследователь может выбрать соот-
ветствующую модель, однако для решения сложной задачи оптимального 
управления транспортными потоками [8, 9], когда в модель в явном виде 
входит управление, адекватных моделей не так много [10, 11]. 

Поскольку движение ТС в городской сети имеет случайный характер, 
важность применения вероятностного подхода к моделированию транс-
портных потоков сложно переоценить [12–15]. 

Согласно [16], при исследовании транспортных потоков особое вни-
мание следует уделять участкам, подверженным образованию заторов,  
а также поведению очередей из ТС на них. Модели должны предсказывать 
длину очереди, время проезда ТС через участки и пр. В настоящей работе 
приведена вероятностная модель транспортного потока на регулируемом 
перекрестке. Управление осуществляется с помощью сигналов светофора 
путем последовательного переключения фаз определенной длительности. 
Рассмотрены методы оценки вероятностей состояния транспортного  
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потока (очереди) на перекрестке, выбраны и обоснованы критерии и алго-
ритм оптимального управления светофорами. 

Вероятностная модель описания транспортного потока на пере-
крестке. Вследствие (с некоторыми допущениями) свойств ординарно-
сти, отсутствия последействия, стационарности на ограниченном вре-
менном интервале и исходя из практических наблюдений транспортный 
поток на дороге можно описать вероятностной моделью и распределе-
нием Пуассона [17–19]: 

 ( )( ) ,
!

n
ttP n e

n
 (1) 

где ( )P n  — вероятность того, что за время t  этот участок проедут n  ТС; 
 — интенсивность потока машин на заданном участке в единицу вре-

мени; t  — наблюдаемый интервал времени; n  — число ТС, проехавших 
через этот участок дороги. 

При рассмотрении движения транспортного потока через регулируе-
мый перекресток в заданном направлении его можно представить как 
случайный процесс из двух потоков: подходящего к перекрестку с интен-
сивностью ,  и покидающего его с интенсивностью  (рис. 1).  

Рис. 1. Схема событий на регулируемом перекрестке 
 
За время цикла переключения фаз светофора cT  с интенсивностью   

к рассматриваемому направлению на пере-
крестке подъехало 1n  ТС. За это же время с пе-
рекрестка уехало 2n  ТС, причем их движение 
было возможно только во время зеленого сиг-
нала светофора gt  с интенсивностью исходя-
щего потока .  В общем случае при наличии 
очереди на проезд , а при отсутствии  
очереди  [20] (рис. 2). Время цикла пере-
ключения фаз светофора cT  складывается  
из времени работы rt  красного сигнала свето-
фора, запрещающего движение в данном на-

Рис. 2. Диаграмма  
вход–выход (n — накоп-

ленное число автомо-
билей) 



Вероятностная модель описания транспортных потоков… 

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2024. № 4  131 

правлении, и времени работы gt  зеленого сигнала светофора, разрешающе-
го движение. Для простоты будем считать, что желтый сигнал светофора 
переключен в красный сигнал.  

Вероятности проезда 1n  и 2n  ТС при заданных c, , , gT t  описыва-
ются соответствующими функциями распределения Пуассона: 
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По окончании одного цикла переключения светофора на подъезде  
к перекрестку может остаться некоторое число машин m  как разность  

1n  и 2:n   

 1 2m n n . (4) 
Если 1n  и 2n  —  случайные величины с известными функциями плотно-
сти распределения вероятностей (2) и (3), то предоставляется возмож-
ным найти функцию плотности распределения ( ).P m  Приняв  

 1 2n n m  (5) 
и учитывая их независимость, формула вероятности будет иметь вид 

 1 2 1 2 2 2( ) ( ) ( )P n n m P n m P n .  (6) 

Подставив в (6) выражения для 1 1( )P n  и 2 2( )P n  из (2), (3), получим 
двухпараметрическое распределение переменных 2n  и m: 
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Для получения однопараметрического распределения ( )P m  маргина-
лизируем его по 2,n  взяв сумму бесконечного ряда 
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После суммирования этого ряда по 2 0, ...,n  получаем искомое 
распределение: 

 ( )( ) Bessel , 2 .c g
mc T t
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  (9) 
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Программа переключения фаз светофора работает удовлетвори-
тельно, когда перед светофором не наблюдается скопления автомобилей, 
т. е. m мало или близко к нулю. 

Формула (9) позволяет оценить вероятность этого состояния, после 
подстановки в нее 0:m  

 cc( 0) Bessel 0,2 .gT t
I gP m T t e   (10) 

Задача оптимального управления. Если предполагается допустимая 
длина очереди ,km  то соответствующая функция плотности распределе-
ния вероятностей будет иметь вид 

 cc
c

c

( )( ) Bessel , 2 .
k

g
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T t

k I k gm
g

TP m m T t e
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Управляемыми параметрами являются время цикла переключения 
фаз светофора cT  и время работы зеленого сигнала светофора ,gt  разре-
шающего движение в данном направлении, тогда максимум вероятности 
по управляемым параметрам cT  и gt  соответствует оптимальной на-
стройке программы переключения фаз светофора: 
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Критерием качества является максимум вероятности того, что длина 
очереди на входном участке перекрестка близка к нулю. 

Если время цикла переключения фаз светофора c const,T  т. е. уста-
навливается предварительно из каких-то условий, оптимальное значение 

gt  находится как максимум функции одной переменной 

 opt( ) arg max ( )
g

g k
t
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Отметим, что функция плотности распределения вероятностей (13) 
унимодальна на интервале (0, ),gt  имеет нулевые значения на грани-
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цах этого интервала и единственное максимальное значение внутри него, 
а следовательно, удовлетворяет требованиям к критериям оптимизации. 

Представленные критерий и метод оптимального управления одним 
направлением движения через перекресток позволяют перейти к задаче 
управления всеми направлениями на нем.  

Если поставить задачу минимизации числа ТС, ожидающих проезд 
по всем направлениям i  через перекресток, то критерием качества будет 
максимум вероятности этих совместных событий 

 ( 0) ( 0)i i
ii

P m P m  (14) 

или max ( ( 0)i
i

P m . Соответственно, при этом алгоритм оптимального 

управления представляется в виде 
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Важной особенностью этого алгоритма является то, что оптимизиру-
ется вероятность события, а не его структура ( im ), максимум вероятно-
сти всегда существует и алгоритм сходится. 

Моделирование. Приведем пример расчета функции распределения ве-
роятностей ( 0)P m  для одного направления тестового Х-образного пере-
крестка (рис. 3). Пусть интенсивность потока ТС на входном участке 1  
в единицу времени равно 0, 7  ТС/c, интен-
сивность потока ТС на выходном участке 2  
в единицу времени — 0, 5  ТС/c, наблюда-
емый интервал времени равен времени цикла 
смены фаз светофора c 120T  c, цикл смены 
фаз постоянен. Один цикл смены фаз содер-
жит две фазы. Фаза 1 — движение по данному 
направлению запрещено, длительность фазы 

;rt  фаза 2 — движение по данному направле-
нию разрешено, длительность фазы .gt  Необ-
ходимо определить вероятность возникновения очереди на входном участке 
при разных программах светофорного управления: первая при rt = 40 с, gt = 
= 80 с; вторая при rt  = 60 с, gt = 60 с; третья при  rt  = 80 с, gt = 40 с (соответ-
ственно красная, синяя, зеленая кривые на рис. 4). 

Рис. 3. Тестовый X-образ-
ный перекресток 
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Результаты моделирования уравнения (11) в среде Wolfram Mathe-
matica 13.1 приведены на рис. 4. Видно, что при увеличении длительности 
разрешающего сигнала наиболее вероятная длина очереди, оставшейся 
на входном участке, уменьшается. График плотности вероятностей имеет 
унимодальный вид.  

Рис. 4. Результаты моделирования уравнения (11):  
одно- (а) и двухпараметрическое (б) распределения плотностей вероятностей  

длины очереди в зависимости от параметров потока и длительности  
разрешающего сигнала светофора 

Заключение. Предлагаемая вероятностная модель представляет со-
бой адекватное по форме и соответствующее физическим законам опи-
сание случайного процесса движения автотранспорта. Формализация  
модели позволила получить критерий и алгоритм оптимального управ-
ления светофорами на перекрестках. Критерием качества является мак-
симум вероятности того, что длина очереди на входном участке пере-
крестка близка к нулю. 
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Вероятностный критерий оптимального управления гарантирует су-
ществование и единственность оптимального решения; он устойчив         
к погрешностям исходных данных, прост в реализации численными ме-
тодами оптимизации, универсален и может быть применим к описанию 
любой схемы организации движения на перекрестке. 

Дальнейшие исследования связаны с применением предложенного  
подхода к сети дорог из нескольких регулируемых перекрестков. 
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Abstract Keywords 
The paper considers a problem of mathematical de-
scription of the traffic flows and their control at the 
signal-controlled junctions. It is assumes that the situa-
tion is controlled using the automatic traffic light sig-
nals. Solution to the problem is based on the probabi-
listic approach based on selection and construction  
of the distribution density functions using the proba-
bility theory methods. The paper provides a developed 
mathematical model describing the vehicles motion 
random process through a signal-controlled junction. 
The model determines a criterion for optimizing the 
traffic flow control at junctions. An algorithm for the 
traffic lights optimal control at the signal-controlled 
junctions is presented. The maximum probability  
of no-queue at the input sections is adopted as the 
universal and measurable quality criterion. The pro-
posed quality criterion has the unimodality and conti-
nuity properties guarantying existence and uniqueness 
of an optimal control solution. The developed mathe-
matical optimal control algorithm allows finding opti-
mal values of the traffic light phase durations and mi-
nimizes the queue length at the inbound sections.  
The paper provides examples of computing the proba-
bility distribution functions of the waiting queue length 
for a test X-shaped junction. These functions reflect the 
declared features of the adopted optimal control crite-
rion 
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flow model, probabilistic  
model 
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