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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрен твердотельный волновой гироскоп, 
приведены его структура как измерительно-вычис-
лительного комплекса, задачи и основные факторы 
в области повышения точности гироскопа. Изучены 
измерительная компонента на переменном напря-
жении, ее электрическая схема и математическая 
модель. Сформулирована задача синтеза вычисли-
тельной компоненты с учетом возможных ограни-
чений вычислительных ресурсов прибора в виде 
системы нелинейных алгебраических уравнений. 
Рассмотрены особенности и требования к реализа-
ции вычислительного алгоритма, а также особенно-
сти использования избыточной информации о со-
стоянии волновой картины в гироскопическом 
приборе. Предлагаемая система является переопре-
деленной. Проанализированы вопросы итерацион-
ного способа решения данной нелинейной системы, 
на основе которого предложена математическая 
модель вычислительной компоненты. Описанный 
способ в общем случае является методом Гаусса — 
Ньютона. Приведены альтернативные итерацион-
ные способы для разработки вычислительной ком-
поненты. Изучены вопросы сходимости получен-
ной модели вычислительной компоненты на основе 
метода Гаусса — Ньютона. Приведены результаты 
имитационного моделирования вычислительной 
компоненты и заключение о возможности и целе-
сообразности использования полученной матема-
тической модели  

Твердотельный волновой  
гироскоп, измерительная  
компонента, вычислительная 
компонента, математическое 
моделирование, решение  
системы нелинейных уравне-
ний, метод Гаусса — Ньютона 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Поступила 01.12.2021 
Принята 15.12.2021 
© Автор(ы), 2022 

Введение. Твердотельный волновой гироскоп (ТВГ) — это измерительная 
система [1–4], состоящая из двух крупных подсистем: измерительной и вы-
числительной компонент [5]. Структурная схема ТВГ приведена на рис. 1. 
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Рис. 1. Структурная схема ТВГ 
 
Вопросы формирования измерительной компоненты изучены в [6, 7], 

где проанализировано влияние электрических процессов, рассмотрены 
различные подходы к формированию измерительной компоненты, выве-
дены математические модели для обработки и интерпретации сигналов 
измерительной компонентой. Отдельным важным звеном в структуре ТВГ 
является система управления. Изучению систем управления посвящено 
множество отечественных и зарубежных работ, например [8–12]. Кор-
ректное функционирование системы управления и точность выходных 
сигналов зависят от множества таких факторов, как погрешность измери-
тельной компоненты, точность управляющих воздействий, способ интер-
претации сигналов измерительной компоненты в вычислительной компо-
ненте. Формирование вычислительной компоненты — это комплексная 
задача, которая включает в себя требование высокой точности оценок па-
раметров волновой картины в резонаторе ТВГ, наличия массогабаритных 
ограничений, ограничений по энергопотреблению и требование к стоимо-
сти изделия. Современные цифровые процессоры имеют широкие воз-
можности [13, 14], но не все микросхемы могут быть использованы из-за 
накладываемых требований. В таких условиях актуальна задача расшире-
ния подходов к формированию вычислительной компоненты, что позво-
лит более гибко подходить к вопросам разработки и изготовления ТВГ. 

Материалы и методы решения задач, принятые допущения. Вычис-
лительная компонента ТВГ формируется на основе модели сигналов изме-
рительной компоненты с учетом ограничений и решает несколько задач: 
оценивает значения параметров рабочей формы колебаний резонатора, 
вычисляет сигналы рассогласования для системы управления, формирует 
выходной сигнал прибора. Основная функция вычислительной компонен-
ты — оценка параметров волновой картины в резонаторе ТВГ. Сигналы 
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рассогласования и выходные значения рассчитываются по известным фор-
мулам [15, 16]. 

Рассмотрим измерительную компоненту на основе переменного 
напряжения [17]. Измерительная компонента формируется из двух неза-
висимых каналов, которые передают на вычислительную компоненту  
два сигнала (рис. 2, а). Электрическая схема одного из каналов приведена 
на рис. 2, б. 

Рис. 2. Восьмиэлектродная (1–8) система съема (а) и электрическая схема  
системы съема канала (б) (R1–R4 — активные сопротивления) 

 
Для рассматриваемой измерительной компоненты модель выходных 

сигналов запишем следующим образом: 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

; ,
(1 ) (1 )c s

cU c + cU c sU s + sU + s
U = U =

c s
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где U — напряжение, подаваемое на резонатор; ,c s  — колебания, соответ-
ствующие косинусной и синусной составляющим второй формы нормаль-
ных колебаний резонатора; ,c sU U  — выходное напряжение измеритель-
ного канала косинусной и синусной составляющих второй формы нор-
мальных колебаний резонатора. 

Для измерительной компоненты в линейном приближении по сигна-
лам косинусного и синусного каналов после проведения дискретного пре-
образования Фурье задача вычислительной компоненты сводится к реше-
нию нелинейной системы уравнений: 

 

cos sin ( ) sin cos ( );
cos sin ( ) sin cos ( );
cos cos ( ) sin sin ( );
cos cos ( ) sin sin ( );

sin sin ( ) cos cos ( );
sin sin ( ) cos cos ( );

c

c

c

c

s

s

s

a A B
a A B
b A B
b A B
a A B
a A B
b sin cos ( ) cos sin ( );

sin cos ( ) cos sin ( ),s

A B
b A B

  (1) 

где ,A B — амплитуды основных и квадратурных колебаний; θ — угловая 
ориентация волны; ,  — временные фазы колебаний и напряжения,  
подаваемого на резонатор.  

Кратко запишем систему как ( ) ,F x z  где F  — вектор-функция (1); 
( , , , , );x A B   ( , , , , , , , ).c c c c s s s sz a a b b a a b b  Полученные 

значения углового положения ,  амплитуды A  основных колебаний и ам-
плитуды B  квадратурных колебаний  необходимы для формирования вы-
ходных сигналов ТВГ и работы контуров стабилизации амплитуды  
и подавления квадратуры. Расчет параметров x  в работающем приборе 
проводится на каждом периоде колебаний резонатора по сформированному 
измерительной компонентой значению z. Формирование вычислительной 
компоненты требует использования таких математических моделей, кото-
рые могут быть обработаны ограниченными вычислительными ресурсами 
за очень малый промежуток времени. Поэтому в первую очередь следует 
искать математические модели в виде явных зависимостей. 

Результаты. Система (1) является переопределенной. Фазу  можно 
задавать, поскольку она представляет собой параметр сигнала, который 
создается измерительной системой. Тогда проведем преобразование вра-
щения системы координат на угол :  
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Система является избыточной: восьми уравнениям соответствуют че-
тыре параметра. Если значение  известно, то для поиска фазовых пере-
менных волновой картины достаточно сигналов , , , ,c c s sa b a b  либо 

, , , .c c s sa b a b  Часто параметр  не контролируют, в этом случае па-
раметр  является неизвестной величиной и восьми уравнениям соответ-
ствуют пять параметров, при этом также сохраняется избыточность.  
Избыточность системы позволяет известными способами повысить точ-
ность расчетов и уменьшить влияние некоторых малых погрешностей,  
не описанных в модели: шума, разного усиления каналов, различных фазо-
вых задержек и др. Для определения значений , , , ,A B  требуется ре-
шить систему нелинейных уравнений (1). В общем случае система (1) 
несовместная и не имеет решения. Для этой системы определяется псевдо-
решение, реализующее минимальное значение суммы квадратов невязок 
(метод наименьших квадратов). Система (1) нелинейна относительно  
параметров , ,  и в общем случае для поиска псевдорешений нелиней-
ных систем используют итерационные методы. 

Применим итерационный способ нахождения псевдорешения системы 
(1). За время одного периода значения параметров волновой картины изме-
няются незначительно, поэтому для определения текущих значений x  целе-
сообразно использовать значения из предыдущего шага или, учитывая ра-
боту системы управления, можно для установившегося режима считать 
начальное приближение 0 0 1 1( , 0, 0, , ),x A  где 0A  — значение,  
к которому сходится амплитудный контур управления; 1 1,  — значе-
ния из предыдущего расчета. 

Заменим исходную систему линейным приближением, используя близ-
кое начальное приближение. Полагаем, что известно приближение 0 ,x  
например,  значения предыдущего шага  или, учитывая работу системы 
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управления, можно считать для установившегося режима начальное при-
ближение как 0 0 1 1( , 0, 0, , ).x A  Запишем линейное приближение 

 2
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .F x F x F x F x z  

Система является переопределенной, 0( )F x — матрица размером  
8 × 5, для поиска псевдорешения, дающего минимальную сумму квадратов 
невязок, требуется провести нормализацию 

 т т
,0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ( ))F x F x F x z F x  

отсюда  

 
1т т' 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ( ))F x F x F x z F x  

или 

 
1т т

.0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ( ))x x F x F x F x z F x  

Выражение можно упростить, записать в явном виде и использовать 
при реализации вычислительной компоненты. После всех упрощений  
получим итерационный процесс: 

 1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

;
;

A = z csm z csp z ccm z ccp + z ssm z ssp z scm z scp
B = z scm z scp + z ssm + z ssp z ccm + z ccp z csm z csp

 

 

1 1 2 3 4 52 2

6 7 8 1 2 32 2

4 5 6 7 8

θ θ (

) (

);

A= z ssm z ssp z scm z scp z csm
A B

Bz csp + z ccm + z ccp z ccm z ccp + z csm +
A B

z csp + z scm z scp + z ssm + z ssp

 

 

1 1 2 3 4 5 62 2

7 8 1 2 3 42 2

5 6 7 8

(

) (
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A= z ccm z ccp z csm z csp z scm z scp
A B

Bz ssm z ssp z ssm z ssp + z scm + z scp
A B

z csm z csp z ccm z ccp

 

1 1 2 3 4 52 2

6 7 8 1 2 3 42 2

5 6 7 8

(

) (
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A= z ccm z ccp z csm z csp z scm
A B

Bz scp z ssm z ssp z ssm z ssp + z scm z scp +
A B

z csm z csp z ccm z ccp

   

(2) 
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где 

 

cos sin ( ) / 2; cos sin ( ) / 2;
cos sin ( ) / 2; cos sin ( ) / 2;
sin sin ( ) / 2; sin sin ( ) / 2;
sin sin ( ) / 2; sin sin ( ) / 2.

csm csp
ccm ccp
ssm ssp
scm scp

 

Для получения значений , , , ,A B  с необходимой точностью  
на каждом периоде колебаний резонатора ТВГ используют формулы (2). 
Задаваемая точность определяется числом итераций, которые следует  
повторить.  

Описанный подход является методом Гаусса — Ньютона [18], который 
в общем случае может не сходиться. Сходимость полученного итерацион-
ного процесса (2) зависит от близости начального значения к псевдореше-
нию. Далее будет исследовано, в каких случаях полученные формулы  
применимы. Для сходимости в общем случае метод Гаусса — Ньютона мо-
дифицируют и добавляют демпфирующее значение. Существуют различ-
ные модификации: регуляризованный метод Гаусса — Ньютона [19], 
обобщенный метод Гаусса — Ньютона, метод Левенберга — Марквардта 
[20, 21] и др.  

Для анализа вопросов сходимости (2) и скорости сходимости на осно-
ве полученной математической модели вычислительной компоненты раз-
работана имитационная модель в пакете SciLab (аналог MATLAB).  

В первом эксперименте исследование сходимости итерационного  
процесса вычислительной компоненты проводилось путем генерации 
1 млн векторов , , , ,x A B  следующим образом: ,A B  ~ R [–1…1];  

, ,  ~ R  [0…2 ], где R  — равномерное распределение. На основе сге-
нерированных псевдослучайных данных рассчитывался вектор z  по (1). 
Начальное приближение задавалось нулевым: 0 (0, 0, 0, 0, 0).x  Сходи-
мость итерационного процесса оценивалась по отклонению заданного 
вектора z  от ( )k kz F z  как среднеквадратическое  отклонение (СКО). 
Рассчитывалось число итераций, необходимое для нахождения решения  
с заданной точностью 10–6. Для всех случаев решение с заданной точно-
стью найдено. Полученное распределение числа итераций приведено  
на рис. 3. В среднем для расчетов требовалось 5,74 итерации, максималь-
ное число итераций 20. При этом для случаев с большим числом итераций 
характерно отсутствие монотонности в функции ошибки (рис. 4), что под-
тверждает отсутствие сходимости способа в общем случае. 
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Рис. 3. Распределение числа итераций, требуемых для нахождения 
псевдорешения с заданной точностью в общем случае 

Рис. 4. Пример отсутствия монотонной сходимости для общего случая 
 
Для гарантированной монотонной сходимости итерационного процес-

са вычислительной компоненты необходимо достаточно близкое началь-
ное приближение 0.x  В работающем приборе ТВГ «хорошим» начальным 
приближением являются значения, полученные в предыдущем цикле  
вычислений на предыдущем периоде колебаний резонатора. За один такт 
обработки сигналов, который составляет миллисекунды, за счет внешней 
угловой скорости (может составлять несколько тысяч град/с) угловое по-
ложение волны изменяется не более чем на 1/10 рад. Остальные параметры 
меняются еще в более узком диапазоне. Малое изменение параметров

, , ,A B  обусловлено стабилизацией контурами обратной связи, наличи-
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ем небольших шумовых составляющих в измерительных каналах и медлен-
ными температурными изменениями окружающей среды.  

Второй численный эксперимент проведен в имитационной модели, 
для этого генерировался выбор 1 млн векторов , , , ,x A B  следую-
щим образом: A  ~ 0,5 + R  [–0,1…0,1]; , ,B  ~ R  [–0,1…0,1];  

 ~ R  [0…2 ], где R [a…b] — равномерное распределение на отрезке 
[a…b]. На основе сгенерированных псевдослучайных данных рас- 
считывался вектор z  по (1). Начальное приближение задавалось как 

0 (0, 5, 0, , 0, 0),x  где  ~ R  [–0,1…0,1] — случайное изменение уг-
лового положения волны за время одного цикла расчета. Рассчитывалось 
число итераций, необходимых для нахождения решения с точностью 10–6 
как СКО. Для всех случаев найдено решение. В большинстве случаев за-
данная точность достигалась за три итерации (максимальное число итера-
ций 3). В нескольких случаях требуемая точность достигалась за две итера-
ции. Функция ошибок является монотонно убывающей для всех сгенери-
рованных случаев (рис. 5).  

Рис. 5. Пример сходимости итерационного процесса для случая близкого 
начального значения к псевдорешению 

 
Заключение. Рассмотрен способ формирования вычислительной ком-

поненты на основе итерационного приближения к псевдорешению избы-
точной системы нелинейных уравнений. Получены явные формулы для 
итерационного процесса. Установлено, что достижение необходимой точ-
ности обеспечивается двумя итерациями. Разработанная математическая 
модель вычислительной компоненты реализована в составе опытного  
образца ТВГ и показала эффективность в штатном режиме работы. 
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Abstract Keywords 
The paper considers a hemispherical resonator gyro-
scope. It describes the structure of a hemispherical 
resonator gyroscope as a measuring and computing 
system, as well as the problems and main factors in-
volved in increasing its accuracy. We studied a measur-
ing component utilising alternating voltage, its circuit 
layout and mathematical model. We stated the problem 
of synthesising a computational component taking into 
account possible computational resource limitations  
in the device in the form of a system of nonlinear alge-
braic equations. We considered the specifics and im-
plementation requirements concerning the computa-
tional algorithm, as well as the specifics of utilising 
redundant information about the wave pattern state  
in the gyroscope. The equation system proposed  
is overdetermined. We analysed the issues peculiar  
to the iterative method of solving this nonlinear system, 
which we propose to use as the basis for the mathemati-
cal model of the computational component. The meth-
od described may be generalised as the Gauss — New-
ton method. The paper provides alternative iterative 
methods for designing the computational component. 
We investigated convergence issues for the computa-
tional component model obtained via the Gauss — 
Newton method. The paper presents computational 
component simulation results and concludes that using 
the computational component model obtained is possi-
ble and feasible 

Hemispherical resonator gyro-
scope, measuring component, 
computational component, 
mathematical simulation,  
solution to a system  
of nonlinear equations,  
Gauss — Newton method 
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