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Аннотация Ключевые слова 
Разработана и исследована математическая модель 
для изучения динамики взаимодействия стенки 
канала, опирающейся на нелинейную пружину, 
с вибрирующей противоположной стенкой через 
слой вязкой жидкости, заполняющей канал. Рас-
смотрен плоский щелевой канал, образованный 
двумя прямоугольными в плане абсолютно жестки-
ми стенками, параллельными друг другу. Один 
размер канала в плане значительно больше другого, 
что обусловливает переход к плоской задаче. Ниж-
няя стенка канала опирается на пружину с кубиче-
ской нелинейной характеристикой, а верхняя — это 
штамп, который совершает колебания по заданному 
закону. Предположено, что щель между стенками 
значительно меньше продольного размера канала, 
а амплитуды колебаний стенок значительно меньше 
размера щелевого зазора. Движение вязкой жидко-
сти в канале представлено ползущим. Математиче-
ская модель рассматриваемого канала представляет 
собой уравнение динамики массы на пружине, 
имеющей кубическую нелинейность, а также урав-
нения Навье — Стокса и неразрывности, дополнен-
ные граничными условиями непроскальзывания 
жидкости на стенках канала и ее свободного истече-
ния на торцах. Исследованы установившиеся нели-
нейные колебания нижней стенки канала на частоте 
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вынуждающей силы  и определен ее гидроупругий 
отклик. Предложенную модель можно использо-
вать для исследования нелинейных колебаний 
упругозакрепленных элементов, контактирующих 
с жидкостью и входящих в состав современных 
приборов и агрегатов 
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Введение. В современных приборах и агрегатах широко применяются 
упругие элементы, например, в качестве подвесов [1] и чувствительных 
компонентов датчиков [2]. В приборостроении также часто используются  
жидкости (газы) для гашения колебаний, гидростатического и гидродина-
мического подвеса, термостабилизации и др. Например, в [3] показаны ре-
зультаты исследований демпфирующих свойств гидроопор систем вибро-
гашения при использовании в них различных жидкостей. Вопросы взаи-
модействия жидкости (газа) с элементами конструкции гироскопических 
приборов и оценка данного взаимодействия на виброустойчивость и точ-
ность приборов приведены в [4, 5]. В [6] предложена модель для определе-
ния ширины зоны контакта между твердыми поверхностями и тонкостен-
ным каналом охлаждения плоскоовального сечения, находящимся между 
ними, при его гидроупругом деформировании под давлением охлаждаю-
щей жидкости внутри канала. 

 Совместный учет влияния упругой податливости элементов кон-
струкции и жидкости требует постановки и исследования задач гидро-
упругости. Традиционно в рамках данных задач ограничиваются учетом 
линейных свойств упругих элементов [7, 8]. В указанных работах рассмот-
рен случай контакта одной поверхности упругого элемента в виде пласти-
ны с объемом идеальной несжимаемой жидкости. Показано, что учет  
жидкости приводит к демпфированию колебаний за счет преобразования 
энергии на волнообразование, а также наблюдается эффект увеличения 
инерции, оцениваемый присоединенной массой, который ведет к сниже-
нию собственных частот колебаний упругого элемента. Исследование  
присоединенных масс жидкости, учитывающих ее инерционные свойства  
при колебаниях упругих пластин, имеющих разную форму и способы за-
крепления, выполнено в [9]. Свободные колебания круглой пластины  
на свободной поверхности идеальной несжимаемой жидкости, объем  
которой ограничен жесткими стенками, исследованы в [10]. Аналогичная 
задача в случае погружения упругой пластины под свободную поверхность 
идеальной жидкости рассмотрена в [11]. Исследования динамики упру- 
гих элементов датчиков давления и вибрационных устройств на базе ре-
шения задач гидроупругости линейного и нелинейного упругого элемента 
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в виде пластины, взаимодействующей с идеальной жидкостью, проведены  
в [12, 13].  

 Приведенные исследования задач гидроупругости исключают из рас-
смотрения вязкость жидкости, которая во многом определяет демпфиру-
ющие свойства в колебательной системе. Данный фактор учтен, например, 
в [14], где выполнено обобщение исследований [7]. Гидроупругие колеба-
ния упругоподвешенных элементов вибромашины, взаимодействующих  
со слоем вязкой жидкости между ними, рассмотрены в [15]. Поперечные 
колебания двух соосных дисков, поддерживаемых линейными пружинами, 
т. е. имеющих линейные характеристики восстанавливающей силы и взаи-
модействующих друг с другом через слой вязкой несжимаемой жидкости 
между ними, изучены в [16]. Задача о колебаниях балки Эйлера — Бернул-
ли, имеющей консольное закрепление и окруженной вязкой жидкостью, 
решена в [17]. Задача о колебаниях пьезоэлемента, находящегося в потоке 
вязкой жидкости, исследована в [18]. Отметим также работы [19, 20], в ко-
торых выполнены исследования колебаний стенок канала, заполненного 
вязкой жидкостью, имеющих подвес на линейных упругих элементах. 

 В настоящее время материалы, из которых изготовляются упругие 
элементы приборов, могут иметь существенные нелинейные упругие харак-
теристики. Поэтому развитие моделей для исследования колебаний абсо-
лютно жестких компонентов конструкций, взаимодействующих с жидко-
стью и имеющих нелинейный упругий подвес, — это актуальная проблема 
приборостроения. Однако работ по моделированию нелинейных гидро-
упругих колебаний указанных компонентов при их взаимодействии с вяз-
кой жидкостью недостаточно. Так, в [21] предложены общие подходы  
к разработке математической модели гидроупругих колебаний абсолютно 
жесткого диска, подвешенного на пружине с кубической нелинейностью, 
однако гидроупругий отклик диска не найден.  

 Постановка задачи. Рассмотрим узкий канал (рис. 1), образованный 
двумя прямоугольными абсолютно жесткими стенками, параллельными 
друг другу. Нижняя стенка канала опирается на пружину с кубической не-
линейностью, т. е. на пружину, у которой нелинейная характеристика вос-
станавливающей силы изменяется симметрично в зависимости от ее рас-
тяжения/сжатия. Верхняя стенка канала представляет собой абсолютно 
жесткий вибрирующий штамп, совершающий вертикальные колебания  
по заданному закону. Введем в рассмотрение декартову систему координат 

,xyz  центр которой свяжем с геометрическим центром внутренней по-
верхности нижней стенки канала в невозмущенном состоянии. Щель  
между стенками в невозмущенном состоянии имеет поперечный размер 
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Рис. 1. Схема узкого канала: 
1 — верхняя стенка, вибрирующая по заданному гармоническому закону;  

2 — нижняя стенка, совершающая нелинейные колебания; 3 — вязкая жидкость 

0 .  Щель полностью заполнена вязкой несжимаемой жидкостью, т. е. плот-
ность жидкости принимаем постоянной, а ее реологические свойства опре-
деляются законом Ньютона о вязком трении. Считаем, что геометрические 
размеры стенок канала в плане 2 .l b  При этом 2 ,b l  что позволяет пе-
рейти к рассмотрению плоской задачи гидромеханики, в рамках которой 
параметры потока зависят только от продольной координаты x, поперечной 
координаты z  и времени, а изменением гидродинамических параметров  
в направлении оси y  пренебрегаем. Кроме того, в силу узости канала пола-
гаем 02 .l  Штамп совершает гармонические колебания с частотой   
и амплитудой 1mz  и возбуждает нелинейные колебания нижней стенки  
с частотой  и амплитудой 2 .mz  К торцам канала примыкают торцевые по-
лости, заполненные той же жидкостью. При вибрации стенок канала жид-
кость на торцах может свободно перетекать из узкого канала в полости,  
в которых поддерживается постоянное давление 0p  — начальный уровень 
давления, принимаемый далее равным нулю (начало отсчета давления).  
Полагаем, что амплитуды колебаний стенок значительно меньше 0,   
а в силу вязкости жидкости переходные процессы затухают, далее исследуем 
установившиеся нелинейные вынужденные колебания нижней стенки  
канала, т. е. ее ангармонические колебания [22–24]. 

Пусть закон движения верхней стенки-штампа гармонический и задан 
в следующем виде: 1 1 1 ( ),mz z f t  1( ) sin( ).f t t  Уравнение движе-
ния нижней стенки канала как одномассовой системы с одной степенью 
свободы запишем на основе второго закона Ньютона в следующем виде:  

  
2 2

2 2 ( ) .d zm F z N
dt

 (1) 
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Здесь 2m — масса нижней стенки; ( )F z  —  нелинейная восстанавливающая 
сила; N — реакция слоя вязкой несжимаемой жидкости, обусловленная 
сдавливанием жидкости стенками канала. 

 Симметричная восстанавливающая сила, действующая на стенку  
со стороны поддерживающей пружины с жесткой кубической нелинейно-
стью, может быть представлена как [23] 
  31 2 3 2( ) .F z n z n z  (2) 
Здесь 1n  и 3n  > 0 — коэффициенты жесткости опорной пружины при ли-
нейном и нелинейном кубическом члене. 

 Реакция слоя вязкой несжимаемой жидкости определяется ее нор-
мальным напряжением ,zzq  действующим на внутреннюю поверхность 
нижней стенки, следующим образом:  

 
l

zz
l

N b q dx  при 2 2( ),mz z f t  (3) 

где 2 ( / )zz zq p u z  — нормальное напряжение в слое вязкой не-
сжимаемой жидкости [25]; 2 ( )mz f t  — закон движения нижней стенки.  

 Движение вязкой несжимаемой жидкости в узких щелях можно рас-
сматривать как ползущее, как принято в гидродинамической теории смаз-
ки [25]. Данное движение характеризуется существенным преобладанием  
в жидкости сил вязкого трения над силами инерции. В этом случае урав-
нения ее движения представляют собой уравнения Навье — Стокса, в ко-
торых отброшены инерционные члены, но удержаны члены вязкого тре-
ния, записанные совместно с уравнением неразрывности. Для плоской за-
дачи данные уравнения имеют вид 

   
2 2 2 2

2 2 2 2
1 1; ; 0.x x z z x zp u u p u u u u

x z x zx z x z
   (4) 

 Краевые условия уравнений (4) сформулируем из условий непро-
скальзывания (прилипания) вязкой жидкости на вибрирующих стенках 
канала, т. е. при записи данных условий исходим из того, что на границах 
контакта выполняются условия совпадения скоростей движения жидкости 
и стенки канала: 

 0,xu  1
1

( )
z m

df t
u z

dt
 при 0 1 1( );mz z f t   

 0,xu  2
2

( )
z m

df t
u z

dt
 при 2 2 ( ),mz z f t    

(5)
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и условий свободного истечения на торцах, заключающихся в совпадении 
давлений в торцевых поперечных сечениях канала с начальным уровнем 
давления в торцевых полостях, 
  0 0p p  при .x l  (6) 

 Определение гидроупругого отклика стенки канала, поддерживае-
мой пружиной с кубической нелинейностью. Рассматривая движение 
вязкой несжимаемой жидкости в узком щелевом канале, введем следую-
щие безразмерные переменные: 

  
2

0 0
22

2 20 0

; ; ;

; .

x m

m
z m

x z lu z U
l

vz lu z U p P
    (7) 

 Подставляя (7) в уравнения динамики жидкости (4) и их краевые 
условия (5), (6), получаем 

  

2 2 22 2 2 2
0 0 0

2 2 2 2

3
2

; ;

; 0;z m

U U U UP P
l l l

U Uu z U
  (8)  

  0,U  1 1

2

1 ( )m

m

z df tU
z dt

 при 1
1

0
1 ( );mz f t    

  0,U  2 ( )1 df t
U

dt
 при 2

2
0

( );mz f t  

  0P  при 1.  
 В рассматриваемой постановке 1 2 1,m mz z  а параметры 0 1,l  

1 0 1,mz  2 0 1,mz  т. е. члены при данных параметрах в (8) и (9) 
можно опустить, в результате получим уравнения динамики слоя вязкой 
жидкости 

  
2

2 ;
UP    0;P    0

U U
  (10) 

и соответствующие краевые условия 

  0,U  1 1

2

1 ( )m

m

z df tU
z dt

 при 1;    

 21 ( )0, df tU U
dt

 при 0;  

(9)

(11)
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                                                     0P  при 1.  
 Принимая во внимание указанные замечания, нормальное напряже-

ние zzq  в переменных (7) запишем как 

  2 32 0 0
.zz mq z l P  (12) 

 Согласно второму уравнению в (10), давление жидкости в канале яв-
ляется функцией продольной координаты и времени, т. е. оно изменяется 
вдоль канала от одного поперечного сечения к другому, но не изменяясь  
в каждом из них. Учитывая это и решая задачу (10) и (11), определяем за-
кон распределения безразмерного давления жидкости в узком канале  
в следующем виде: 

  
2

1 1 2

2

6 1 m

m

z df dfP
z dt dt

. (13) 

 Согласно (13), давление жидкости в сечении канала определяется  
законами движения его стенок и удаленностью сечения от центра канала. 
Максимальное давление будет в центре канала, а на торцах давление 
уменьшается до нуля (уровня давления в торцевых полостях). 

 Подставляя (13) в (12), учитывая (3), (2) и (1), получаем уравнение не-
линейных колебаний стенки канала, вызванных ее взаимодействием с виб-
рирующим штампом через слой вязкой жидкости, 

  
2 2 2 132 2 1 2 3 122 ,d z dz dzm K n z n z K

dt dtdt
 (14) 

а учитывая заданный закон движения штампа, уравнение запишем  
в виде 

  
2 2 2 32 2 1 2 3 1 122 cos .m

d z dzm K n z n z z K t
dtdt

 (15) 

Здесь 331 2 08K K K l b  — коэффициенты демпфирования вяз-
кой жидкости за счет ее выдавливания стенками из узкой щели, образо-
ванной ими. 

 Отметим, что множитель 1mz  представляет собой амплитуду вибро-
скорости движения штампа, следовательно, правая часть (15) есть вынуж-
дающая сила, изменяющаяся по гармоническому закону с амплитудой 

1 1,mz K  а полученное уравнение представляет собой уравнение осцилля-
тора Дуффинга [22]. Далее при расчетах полагаем, что амплитуда вибро-
скорости 1mz  задается, исходя из скорости 1 м/c, т. е. 1 1mz k  (м/с),  
где k — коэффициент, определяющий виброперегрузку по скорости.  
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Известно [23, 24], что при малых амплитудах колебаний и коэффициентах 
затухания решением уравнения Дуффинга являются ангармонические ко-
лебания. Для решения уравнения (15) воспользуемся методом гармониче-
ского баланса [23, 24] и ограничимся исследованием основного гидроупру-
гого отклика нижней стенки канала на частоте, близкой к частоте вынуж-
дающей силы. Другими словами, частоту вынужденных колебаний стенки, 
поддерживаемой пружиной с кубической нелинейностью, принимаем 
равной частоте вынуждающей силы, а искомое решение представляем 
гармоническим, т. е.  и 2 2 cos ( ).mz z t  Выполняя процедуру 
линеаризации (15) методом гармонического баланса [23, 24], получаем ал-
гебраическую систему 

2 3
2 1 2 3 12

3 cos ;
4m mmz n m n z z K  2 1 sin .m mK z z K  (16) 

Возводя в квадрат правую и левую части уравнений, а затем суммируя их, 
получаем уравнение для определения основного гидроупругого отклика 
стенки: 

  
2

2 22 2 21 2 3 2 12 2
3
4 m mm mn m n z z K z z K .  (17) 

 Из (17) с учетом ранее сделанных замечаний можно записать основ-
ной гидроупругий отклик стенки канала, опирающейся на пружину с ку-
бической нелинейностью и совершающей нелинейные колебания с часто-
той вынуждающей силы — ее нелинейную амплитудную частотную харак-
теристику 

  2
2

2 22 2 2*

,m
kK m

z
K m

 (18) 

которая может быть приведена к виду 

     2 2 42 2 22 2 2 2 2** (1/ 2) (1/ 4) ,mK m z m K m K m  (19) 

где 2 22 1 2 3 22* ( ) (3 / 4) .m mz n m z n m  
 Первое слагаемое *  в (19) определяет так называемую скелетную 

кривую, соответствующую уравнению Дуффинга, из которого исключены 
демпфирующий член и вынуждающая сила, т. е. для рассматриваемой  
задачи в (15) (или в (19)) 0.K  Другими словами, скелетная кривая — это 
кривая собственных незатухающих колебаний нелинейной консерватив-
ной системы с кубической нелинейностью. 
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 Кроме того, из системы (16) можно получить фазовую характеристику 
рассматриваемой стенки канала: 

  12 22 *tg K m . (20) 

 В правую и левую части выражения (18) входит амплитуда колебаний 
нижней стенки, что затрудняет его прямое использование, однако нели-
нейный гидроупругий отклик пластины можно построить численно, ис-
пользуя (19). Отметим, что при 3 0n  имеем случай, когда нижняя стенка 
канала опирается на линейную пружину, совершая гармонические колеба-
ния, возбуждаемые вибрацией штампа. При этом (18) будет являться ли-
нейной амплитудной характеристикой, однозначно связывающей ампли-
туду и частоту колебаний стенки. 

 Для иллюстрации полученных результатов приведем пример числен-
ного расчета нелинейного и линейного гидроупругих откликов нижней 
стенки канала по (19) и (18) для амплитуды виброскорости штампа 

1 1mz  м/с при следующих геометрических и физико-механических па-
раметрах канала и вязкой жидкости в нем: l  = 0,1 м; 0  = 0,05 м; b  = 0,5 м; 

2m  = 2 кг; 1n  = 107 кг/с2; 3n  = 9 ∙ 1012 кг/(м2 ∙ с2);  = 1,84 ∙ 103 кг/м3; v  =  
= 2,53 ∙ 10–4 м2/с. По результатам расчетов построены кривые гидроупруго-
го отклика стенки канала (рис. 2).  

Рис. 2. Гидроупругий отклик стенки канала при k = 1 (а) и k = 2 (б): 
1 — линейная опорная пружина (n3 = 0); 2 — пружина с жесткой кубической  

нелинейностью (n3 > 0); штриховая — скелетная кривая *   

Заключение. Как следует из расчетов, учет кубической нелинейности 
опорной пружины стенки канала приводит к изгибу амплитудной харак-
теристики на основном резонансе, а увеличение амплитуды виброскорости 
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штампа ведет к увеличению амплитуд колебаний на основном резонансе  
и изгиба кривой гидроупругого отклика. Кроме того, результаты расчетов 
позволяют определить частоты, на которых амплитуды нелинейных коле-
баний могут изменяться скачкообразно. Данные частоты соответствуют 
диапазону между точками А и В (см. рис. 2), в которых при увеличении 
(или уменьшении) частоты колебаний штампа наблюдается скачкообраз-
ное изменение амплитуд колебаний нижней стенки, так как известно [22, 
24], что нижняя часть нелинейной характеристики гидроупругого отклика 
между точками А и В является неустойчивой. Направления скачков ам-
плитуды указаны стрелками. При этом увеличение амплитуды вибро-
скорости штампа увеличивает диапазон указанных частот.  

 Предложена математическая модель для исследования нелинейных 
гидроупругих колебаний стенки канала, поддерживаемой пружиной  
с жесткой кубической нелинейностью. Показано, что для узкого канала, 
заполненного вязкой несжимаемой жидкостью, уравнение движения рас-
сматриваемой стенки сводится к уравнению Дуффинга, в котором коэф-
фициент демпфирования определяется вязкостью жидкости и геометриче-
скими размерами канала. Определен нелинейный гидроупругий отклик 
стенки канала, заполненного вязкой жидкостью на основном резонансе. 
Приведенный пример расчета показал возможность определения частот-
ного диапазона, в котором наблюдается скачкообразное изменение ампли-
туд колебаний стенки. Предложенная модель может быть использована 
для оценки колебаний элементов приборов и агрегатов, установленных  
на нелинейно-упругих основаниях и контактирующих со слоем вязкой 
жидкости. 
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Abstract Keywords 
The article considers the developed mathematical 
model and investigates the dynamics of the interaction 
of a channel wall supported by a nonlinear spring with 
a vibrating opposite wall through a viscous fluid layer 
filling the channel. A flat slotted channel formed by 
two absolutely rigid rectangular walls, parallel to each 
other was investigated. One of the channel dimensions 
in the plan was much larger than the other, which 
leads to the transition to a plane problem. The bottom 
channel wall rested on a spring with a cubic nonlinear 
characteristic, and the upper wall was a die oscillating 
according to a given law. The gap between the walls 
was assumed to be much smaller than the channel 
longitudinal dimension, and the amplitudes of wall 
vibrations were much less than the channel gap. 
The movement of the viscous fluid in the channel was 
considered to be creeping. The mathematical model 
of the channel under consideration consisted of an 
equation of the dynamics of a single-mass system with 
a spring having a cubic nonlinearity, as well as the 
Navier — Stokes and continuity equations, supple-
mented by the boundary conditions for fluid nonslip 
on the channel walls and its free outflow at the ends. 
The steady-state nonlinear vibrations of the bottom 
channel wall at the fundamental frequency were stud-
ied, and its hydroelastic response was determined. 
The proposed model can be used to study nonlinear 
vibrations of elastically fixed elements that are in con-
tact with liquid and are parts of modern devices and 
assemblies 
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cubic nonlinearity, viscous fluid, 
harmonic balance method,  
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