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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрены свойства симметричных систем управ-
ления, отличительная особенность которых заключа-
ется в том, что решение задачи оптимального управ-
ления для объекта, математическая модель которого 
относится к классу симметричных систем управления, 
приводит к решению двух задач. Первая задача опти-
мального управления — исходная, результатом ее 
решения является функция, обеспечивающая опти-
мальное перемещение объекта из начального состоя-
ния в терминальное. Во второй задаче терминальное 
состояние является начальным, а начальное — тер-
минальным. Сложность решаемой задачи обусловле-
на увеличением размерности при включении в мате-
матическую модель объекта моделей всех объектов 
группы, а также возникающими динамическими фа-
зовыми ограничениями. Наличие фазовых ограниче-
ний в некоторых случаях приводит к тому, что целе-
вой функционал имеет несколько локальных экстре-
мумов. Доказана теорема о том, что при управлении 
группой объектов, относящихся к классу симметрич-
ных систем, при определенных условиях функционал 
не является унимодальным. Приведен численный 
пример решения задачи оптимального управления  
с фазовыми ограничениями градиентным методом 
Adam и эволюционным методом роя частиц. В при-
мере в качестве объекта управления использована 
группа из двух симметричных объектов 

Оптимальное управление, 
фазовые ограничения, уни-
модальность, управление 
группой роботов, эволюци-
онный алгоритм 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Поступила 09.05.2020 
Принята 06.07.2020 
© Автор(ы), 2021 

Работа выполнена при частичной поддержке РНФ по проекту  
№ 19-11-00258 ФИЦ ИУ РАН; раздел «Алгоритмы поиска» выполнен 
в соответствии с грантом РФФИ № 19-08-01047-а  

Введение. Задача оптимального управления группой роботов в настоящее 
время актуальна и активно подвергается исследованию в целях получения 
эффективных алгоритмов ее решения [1–5]. Задача является сложной  
по двум причинам. Во-первых, размерность задачи увеличивается из-за 
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включения в математическую модель объекта моделей всех роботов, участ-
вующих в управлении, даже если они одинаковые. Во-вторых, возникают 
динамические фазовые ограничения, так как каждый робот при групповом 
управлении определяет фазовые ограничения для других роботов, причем 
эти ограничения меняются во времени из-за перемещения роботов. Нали-
чие таких фазовых ограничений в некоторых случаях приводит к тому, что 
целевой функционал имеет несколько локальных экстремумов, для каждо-
го из которых выполняются необходимые условия оптимальности. Фор-
мально наличие нескольких экстремумов не позволяет применять для ре-
шения таких задач градиентные методы.  

В настоящей работе рассмотрен специальный вид объектов управле-
ния, называемых симметричными. Приведены некоторые определения  
и исследованы свойства таких систем. Доказана теорема о том, что при 
управлении группой объектов, относящихся к классу симметричных си-
стем, при определенных условиях функционал не является унимодальным. 
В экспериментальной части рассмотрена задача оптимального управления 
группой мобильных роботов, математические модели которых относятся  
к классу симметричных систем. При решении задачи использованы для 
сравнения градиентный и эволюционный алгоритмы. Изложено состояние 
рассматриваемого вопроса, постановка цели и задач исследования. 

Симметричные системы. Рассмотрим симметричные системы в кон-
тексте задачи оптимального управления [6, 7] и приведем общую поста-
новку. 

Пусть задана система обыкновенных дифференциальных уравнений 

 ( , ),x f x u  (1) 

где x  n, Uu m, U  — компактное ограниченное множество. 
Для системы заданы начальные и терминальные условия 

 0(0) ;x x  (2) 

 ( ) ,fftx x   (3) 

а также функционал качества 

 0
0

( , ) min .
ft

f dt
u

x u  (4) 

Необходимо найти управление u как функцию времени, удовлетворя-
ющую ограничениям и обеспечивающую в момент ft  достижение терми-
нального состояния с оптимальным значением функционала. 
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Пусть ( )u  — функция управления, которая удовлетворяет ограниче-
ниям и обеспечивает достижение объектом управления терминального со-
стояния. Решение системы дифференциальных уравнений (1) с функцией 
управления ( )u  в правых частях обозначим как ( )x .  

Определение 1. Если система дифференциальных уравнений 
( , ( ))tx f x u  имеет частное решение ( )tx , которое удовлетворяет краевым 

условиям 0(0) ,x x  ( ) ,fftx x  а система дифференциальных уравнений 

( , ( ))ft tx f x u  при начальных (0) fx x  и терминальных 0( )ftx x  
условиях имеет частное решение ( ),ft tx  то такая система дифференци-
альных уравнений называется симметричной. 

Утверждение 1. Система дифференциальных уравнений x u  являет-
ся симметричной. 

Из утверждения 1 следует, что система дифференциальных уравнений 
( ) ,x B x u  где ( )B x  — симметричная функциональная матрица размера 
.n m  

Доказательство утверждения 1. Пусть ( )u  — управление, которое 
обеспечивает достижение терминальных условий. Рассмотрим систему 

( )tx u . Проинтегрировав эту систему, получаем ( ) ( ) .t tx v c  При 0t  
вектор констант c  определяет равенство 0 (0),c x v  поэтому частное ре-
шение системы равно 0( ) ( ) (0).t tx v x v  Из этого решения получаем, 

что в момент ft t  справедливо равенство 0( ) (0).f ftx v x v  
Теперь рассмотрим систему ( ).ft tx u  
Решения этой системы обозначим как .fz t t  Таким образом, име-

ем 

 ( ) ( )ft t dt z dzu u  или ( ) ( ) ,z zx v c  ( ) ( ) .ft t tx v c  

По определению при 0t  справедливо равенство (0) ,fx x  поэтому 

получаем 0 0(0) ( ) (0) (0)f fftc x v x x x v x v  и ( )tx  
0( ) (0)ft tv x v   или ( ) ( )ft t tx x . Что и требовалось доказать. 

Лемма 1. Значение определенного интеграла не изменится, если его 
подынтегральная функция будет вычисляться в обратном направлении  
от верхнего значения аргумента к нижнему: 

 0 0
0 0

( ( )) ( ( )) .
f ft t

ff t dt f t t dtx x  
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На практике траектория ( )ft tx  является такой же траекторией  
в n, как и ( )tx  в n, но с движением в обратном направлении. 

Доказательство леммы 1. Рассмотрим интеграл 0
0

( ( )) .
ft

ff t t dtx   

Введем замену переменных: ,fz t t  ,dz dt  0 ,fz t  0.fz  Полу-
чаем 

 
0

0 0
0

( ( )) ( ( )) .
f ft z

f
z

f t t dt f z dzx x  

Отсюда следует, что  

 
0

0
0 0 0

0
( ( )) ( ( )) ( ( )) .

f f

f

z t

z t
f z dz f z dz f z dzx x x  

Что и требовалось доказать. 
Теорема 1. Если ( )tu  — решение задачи оптимального управления 

(1)–(4), где ( , )x f x u  — симметричная система дифференциальных урав-
нений, то ( )ft tu  является решением задачи оптимального управления 
для той же системы дифференциальных уравнений (1) с тем же функцио-
налом (4), но в которой начальные условия совпадают с терминальными,  
а терминальные — с начальными: 

 (0) ;fx x  (5) 

 0( ) .ftx x  (6) 

Теорема объясняет, почему данные системы называются симметрич-
ными. Для этих систем оптимальная траектория движения из точки A   
в точку B  совпадает с оптимальной траекторией движения из точки B   
в точку A. 

Доказательство теоремы 1. Из утверждения 1 следует, что если ( )tx  — 
решение системы с краевыми условиями (2) и (3), то ( )ft tx  — решение 
системы с краевыми условиями (5) и (6), и наоборот. Из леммы 1 следует, 
что значения функционалов в обеих задачах одинаковы. Если бы для зада-
чи с краевыми условиями (5) и (6) существовало управление ( ),tu  которое 
приводит к получению решения ( )tx  с меньшим значением функционала, 
то существовало бы и решение ( )ft tx  с меньшим значением функциона-
ла для задачи с краевыми условиями (2) и (3). Тогда управление ( )tu   
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не было бы решением задачи оптимального управления. Следовательно, 
такого решения нет, поэтому ( )ft tu  —  решение задачи оптимального 
управления с краевыми условиями (5) и (6). Теорема доказана. 

Теорема 2. В задаче оптимального управления двумя объектами 

 ( , );i i ix f x u   (7) 

 0,(0) ;iix x   (8) 

 ,( ) ,f ii ftx x  (9) 

 Uiu m , 1, 2,i  

 1 20
0

( , ) min
ft

f dtx x  

при краевых условиях  

 ,1 0,2fx x  и ,2 0,1fx x   (10) 
и симметричными одинаковыми моделями объектов (7) существует как 
минимум два оптимальных управления, которые являются решениями  
задачи. 

В задаче оптимального управления двумя объектами необходимо до-
бавить условие отсутствия сближения объектов между собой в форме фа-
зового ограничения 

 2 1 2

1
( ( ) ( )) 0

k
i i

i
R y t y t ,  [0; ],ft t   (11) 

где ( ) ( ),i it ty Cx  1, 2;i  C  — матрица размера .k n  
Доказательство теоремы 2. Пусть ( )tu  — решение задачи оптималь-

ного управления. Тогда согласно теореме 1 управление ( )ft tu  также 
является оптимальным управлением для задачи с краевыми условиями 

0,1 ,1fx x  и 0, 2 , 2.fx x  Из (10) получаем 

 0,1 ,1 0, 2 ;fx x x  0, 2 , 2 0,1.fx x x  

Поскольку объекты одинаковы, то получаем ту же задачу оптимально-
го управления. Следовательно, управление ( )ft tu  является решением 
этой задачи оптимального управления. Теорема доказана. 

Пример. Рассмотрим задачу оптимального управления двумя мобиль-
ными роботами. Математические модели роботов описываются системами 
дифференциальных уравнений [8, 9]: 



А.И. Дивеев, Е.А. Софронова 

42  ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2021. № 2 

 1 1 2 30,5( )cosi i i ix u u x ; 

 2 1 2 30,5( )sini i i ix u u x ;  (12) 

 3 1 20,5( )i i ix u u , 

где i  — номер робота в группе, 1, 2;i  1 2,i ix x  — координаты центра масс 
робота i; 3

ix  — угол между осью симметрии робота i  и одной координат-
ной осью на плоскости; 1 2,i iu u  — элементы вектора управления.  

На управление наложены ограничения: 

 ij j ju u u , 1, 2;i  1, 2.j   (13) 

Заданы начальные и терминальные состояния каждого робота: 

 , 0(0) ,ii
j jx x  1, 2;i 1, 2, 3;j   (14) 

 ,( ) ,f
f

ii
j jx t x  1, 2;i  1, 2, 3,j   (15) 

где  

 

2 3 2,

1 1
,   если    и  ( ) ;

, иначе;

f

f

ii
j j

i j
t t t x t x

t

t

 

 — заданная малая положительная величина; t  — максимально воз-
можное время управления. 

Задан функционал 

 fJ t 1 2 2 1 2 20 1 1 2 2
0

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
ft

r x t x t x t x t dt   

 
2 3 2,

1 1
+ ( ) min,f

f
ii

j j
i j

x t x
u

  (16) 

где 0r  — заданная положительная величина, имеющая смысл минималь-
ного расстояния между объектами; ( )A  — функция Хевисайда, 

  
1,   если  0;

( )
0, иначе.

A
A  

Если фазовые ограничения не нарушаются и время достижения цели 
меньше заданного, т. е. если ,ft t  то функционал определяется соотно-
шением .fJ t  
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В противном случае 
2 3 2,

1 1
( ) .f

i fi
j j

i j
J t x t x  

Необходимо найти значение оптимального управления каждым робо-
том ( ),i

ju  1, 2;i  1,2,j  которое минимизирует функционал (16). 
Для численного решения бесконечномерной задачи оптимального 

управления трансформируем ее к конечномерной задаче нелинейного 
программирования. Выберем интервал времени t  и разобьем время 

управления на L  интервалов, 1.tL
t

 

На каждом интервале аппроксимируем управление функциями, зави-
сящими от конечного числа параметров. Если управление нарушает огра-
ничения, то оно принимает значения ограничений 

 

, если  ( ) ;

( ) , если  ( ) ;

( ), иначе,

i
j j j

i ij jj j
i
j

u u t u

u t u u t u

u t

     1, 2,i  1, 2,j  

где ( )i
ju t  — аппроксимирующая функция управления.  

Для аппроксимации управления используем кривые Безье [10]: 

 34(( 1)2 4 ) 1( ) (1 ( ) )i i j lju t q t l t   

 24(( 1)2 4 ) 23 (1 ( ) )( )i j lq t l t t l t  

 2 34(( 1)2 4 ) 3 4(( 1)2 4 ) 43 (1 ( ))( ) ( )i j l i j lq t l t t l t q t l t , 

где 1, 2,i  1,2;j  [ , ( 1) );t l t l t  0, , 1.l L  
В экспериментах установлены следующие значения: 1, 25,t  
2, 5,t 2.L  Для каждого интервала, для каждого робота и каждого 

управления необходимо найти четыре параметра кривой Безье. Поскольку 
имеются два интервала ( 2L ), два робота и два управления для каждого 
робота, то необходимо найти 4 2 2 2 32  оптимальных значе- 
ний параметров. Значения параметров ограничиваем как ,kq q q   
де 8,q  8,q  1, , 32.k  

Алгоритмы поиска. Для решения задачи используем два современных 
алгоритма — эволюционный метод роя частиц [11–14] и алгоритм стоха-
стического градиента Adam [11, 13, 15]. 
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Метод роя частиц (Particle Swarm Optimization, PSO) сегодня является 
наиболее популярным эволюционным алгоритмом. По утверждению ав-
торов метода, он основан на имитации социально-поведенческих моделей 
организованных групп [14]. Авторы метода предложили идею канониче-
ского метода роя частиц в 1995 г.  

Эволюция множества возможных решений выполняется с учетом 
наилучших найденных к этому моменту возможных решений во всем 
множестве и в некотором подмножестве, которое называется подмноже-
ством информаторов. 

На подготовительном этапе задаем размер множества возможных ре-
шений ,H  размер подмножества информаторов ,M  максимальное число 
итераций .W  

Генерируем начальное множество векторов параметров 

 
т

1 , ,j jj
pq qq ,  

где 

 ( ) ;j
kq q q q   (17) 

здесь 1, , ;j H  1, , ;i p   — случайная величина, равномерно рас-
пределенная в диапазоне (0; 1). 

Задаем начальный вектор 
т

1 , ,j jj
pv vv  направления изменения 

векторов параметров 0;j
iv  1, , ;i p  1, , .j H  

Эволюционный процесс поиска оптимального решения продолжаем 
до достижения максимального числа итераций W. На каждой итерации 
вычисляем вектор ,bq  доставляющий лучшее значение функционала 

( ) min{ ( ) : 1, , },b j
j

J J j Hq q  и вычисление опорного вектора ,rjq   

являющегося лучшим среди M  случайно отобранных векторов 
1 , , :Mj jq q  

 ( ) min { ( ) : 1, , },r kj j
k

J J k Mq q  

где 1, , Mj j  — случайные целые числа в диапазоне от 1 до Н. 
С учетом найденных лучшего bq  и опорного rjq  векторов строим но-

вый вектор jv  для каждого вектора параметров :jq  

,rj j j j jb
i i i i i iv v q q q q  1, , ;i p  1, , ,j H  
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где ,  ,   — заданные параметры, значения которых подбирают в зави-
симости от решаемой задачи; [0; ] и [0; ]  — случайные ве-
личины. 

Для каждого вектора параметров jq  вычисляем новый вектор jq   
по формуле 

 

, если  ;

,  если  ;

,  иначе,

j j
i i

j j j
i i i

j j
i i

q q v q

q q q v q

q v

 

где 1, , ;i p  1, , ;j H   —  заданный параметр. Если ( ) ( ),j jJ Jq q   

то ;j jq q  1, , .j H  
Завершаем вычисления при выполнении W итераций. Решением счи-

таем вектор с наилучшим значением целевой функции в итоговом множе-
стве возможных решений.  

При выполнении вычислительного эксперимента установлены следую-
щие значения параметров: 32,p  50,H  3000,W  4,M  0,7298,  

0, 85,  0,1,  0,9.  
Новый градиентный метод Adam (Adaptive Moment Estimation) отно-

сится к методам первого порядка. Он был предложен в 2015 г. для решения 
задачи обучения больших искусственных нейронных сетей [15]. Концеп-
ция метода требует знания только градиента функции, что положительно 
сказывается на скорости работы алгоритма и используемой памяти. 

На начальном этапе генерируем случайный вектор параметров q   
по формуле (17), а также задаем векторы m 0  и v 0  размерностью p. 

Устанавливаем малые величины 1  и 2 , максимальное число итера-
ций ,AW  константы 0, 001,A  1 0,9,  2 0,999,  счетчик итераций 

1.w  
Вычисляем градиент целевой функции ( )J q  по формуле 

 
т

1( ) ( )
( ) ,pJ f J f

q q
q q

J q   (18) 

где  

 

т

0 0 0 0 .i

i

q  
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Рассчитываем значения векторов m  и :v  

 1 1
( )

(1 ) i
i i

i

J q
m m

q
,    1, , ;i p   (19) 

 
2

2 2
( )

(1 ) ,i
i i

i

J q
v v

q
   1, , .i p  (20) 

Формируем вектор s  с компонентами: 

 
1

,i
i

i

Ams
v

    1, , ,i p   (21) 

где 2 11 (1 ) ;w wAA   w  — номер текущей итерации. 
Вычисляем значение нового вектора параметров 

 .nq q s    (22) 

Проверяем выполнение условий 2|| ||nq q  и .Aw W  Если усло-

вие 2|| ||nq q  выполнено, то достигнута заданная точность. Если усло-
вие Aw W  выполнено, то достигнуто максимальное число итераций.  
При выполнении любого этого условия завершаем вычисления. Если оба 
условия не выполнены, то полагаем, что ,nq q  1w w , определяем 
новое значение градиента целевой функции ( )J q  по формуле (18) и по-
вторяем вычисления по формулам (19)–(22). 

При поиске оптимальных значений параметров рассматриваемой  
задачи алгоритм Adam запускали AH  раз. Результатом вычислений счита-
ли наилучшее решение, найденное в AH  запусках. В каждом запуске 
начальную точку выбирали из AK  случайно сгенерированных точек. Па-
раметры алгоритма AH , AK  и AW  устанавливали так, чтобы общее число 
вычислений целевого функционала было приблизительно равно числу  
его вычислений методом роя частиц. В данном случае 12,AH  AK  

5000, 250.AW  
Вычислительный эксперимент. В эксперименте выполнено по 10 за-

пусков каждого алгоритма. Подсчитывали наилучшее по значению функ-
ционала решение, среднее значение функционала по десяти запускам  
и среднеквадратическое отклонение значений функционала в десяти за-
пусках. Начальные и терминальные значения объектов были выбраны так, 
чтобы начальное состояние одного робота было конечным состоянием 
второго, и наоборот: 
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 1, 0
1 0,x  1, 0

2 0,x  1, 0
3 0,x  1,

1 10,fx  1,
2 10,fx  1,

3 0,fx  

 2, 0
1 10,x  2, 0

2 10,x  2,0
3 0,x  2,

1 0,fx  2,
2 0,fx  2,

3 0.fx  
Точность попадания в терминальные условия составляла  = 0,01. 

Результаты вычислительных экспериментов приведены в таблице.  
Из данных таблицы следует, что метод роя частиц справился с решением 
рассматриваемой задачи лучше алгоритма Adam, при этом интересно, что 
метод роя частиц во всех экспериментах находил решения, которые давали 
одинаковые значения функционала, хотя найденные функции управления 
были различны. 

Результаты вычислительного эксперимента 

Алгоритм 
Лучшее  

значение  
функционала 

Среднее  
значение  

функционала 

Средне-
квадратическое  

отклонение 

Число  
вычислений 

функционала 
PSO 2,51 2,51 0 1 500 511 

Adam 2,52 2,86 0,37 1 590 261 

На рис. 1, 2 приведены траектории движения двух роботов на плоско-
сти для наилучших найденных управлений алгоритмами PSO (рис. 1)  
и Adam (рис. 2).  

 

 

Рис. 1. Траектории движения первого 
(сплошная кривая) и второго 

(штриховая) роботов на плоскости  
для управления, найденного 

алгоритмом PSO 

Рис. 2. Траектории движения первого 
(сплошная кривая) и второго 

(штриховая) роботов на плоскости  
для управления, найденного 

алгоритмом Adam 

Заключение. Приведены свойства симметричных систем управления. 
Показано, что при определенных условиях решение задачи оптимального 
управления для симметричной системы приводит к решению двух задач 
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оптимального управления. Доказано существование как минимум двух оп-
тимальных решений в задаче оптимального управления группой симмет-
ричных объектов при определенных начальных и терминальных состояни-
ях. Рассмотрен числовой пример решения задачи оптимального управле-
ния двумя симметричными объектами. По результатам решения выявлена 
эффективность использования эволюционного алгоритма роя частиц.  
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Abstract Keywords 
The paper focuses on the properties of symmetric con-
trol systems, whose distinctive feature is that the solution 
of the optimal control problem for an object, the math-
ematical model of which belongs to the class  
of symmetric control systems, leads to the solution  
of two problems. The first optimal control problem  
is the initial one; the result of its solution is a function 
that ensures the optimal movement of the object from 
the initial state to the terminal one. In the second prob-
lem, the terminal state is the initial state, and the initial 
state is the terminal state. The complexity of the problem 
being solved is due to the increase in dimension when 
the models of all objects of the group are included in the 
mathematical model of the object, as well as the emerg-

Optimal control, phase con-
straints, unimodality, control 
of group of robots, evolution-
ary algorithms 
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ing dynamic phase constraints. The presence of phase 
constraints in some cases leads to the target functional 
having several local extrema. A theorem is proved that 
under certain conditions the functional is not unimodal 
when controlling a group of objects belonging to the class 
of symmetric systems. A numerical example of solving 
the optimal control problem with phase constraints by 
the Adam gradient method and the evolutionary particle 
swarm method is given. In the example, a group of two 
symmetrical objects is used as a control object 
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