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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрен автоматический процесс синтеза не-
прерывной динамической системы стабилизации 
на основе использования многослойных нейрон-
ных сетей. Предложено двухэтапное решение зада-
чи синтеза. На первом этапе осуществлена генера-
ция обучающей выборки. Для этого многократно 
решена задача оптимального управления рассмат-
риваемой динамической системой при ее разных 
начальных условиях. Для каждого начального 
условия найдено оптимальное управление как 
функция состояний объекта. На втором этапе вы-
полнена аппроксимация сгенерированной обуча-
ющей выборки с помощью нейронной сети типа 
многослойный персептрон. Полученный персеп-
трон реализует блок управления, покрывающий 
всю область начальных условий объекта управле-
ния. Новизна работы состоит в том, что задача 
синтеза сводится к задаче аппроксимации: поиск 
замкнутой стабилизирующей системы осуществлен 
с помощью аппроксимации оптимальных управле-
ний, найденных в ходе минимизации функционала 
интегрального типа. Представлен вычислительный 
эксперимент по синтезу системы стабилизации 
гусеничного робота. Для тестовой проверки синте-
зированной стабилизирующей системы рассмотре-
ны начальные условия вне обучающей выборки, 
а также продемонстрирована работа системы 
в условиях внешних возмущений 
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Введение. Задача синтеза управления является чрезвычайно важной, од-
нако для ее решения существует не так много методов. Метод аналитиче-
ского конструирования оптимальных регуляторов (АКОР) [1] применим 
только в случае линейных систем с квадратичным функционалом. Метод 
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аналитического конструирования агрегированных регуляторов (АКАР) [2] 
и метод бэкстеппинга [3] составляют важный раздел теории и практики 
синтеза систем оптимального управления. Однако перечисленные методы 
требуют «ручного» вмешательства. Возможность использования для ре-
шения задачи синтеза управления алгоритмов стабилизации, построенных 
на основе ПИД-регуляторов, исследована в [4, 5]. Однако и ПИД-регуля-
торы требуют квалифицированного вмешательства эксперта, так как перед 
их внедрением необходимо исследовать все каналы управления. 

Приведенные выше аналитические подходы применимы в основном 
для линейных объектов управления с квадратичным функционалом. Чис-
ленный критерий, наделяющий терминальное многообразие произволь-
ной размерности притягивающими свойствами, сформулирован в [6], там 
же показано, как с помощью метода символьной регрессии [7] автомати-
зировать процесс синтеза синергетического управления [2]. 

Задача парковки в условиях фазовых ограничений рассмотрена в [8]. 
Здесь использован двухэтапный алгоритм, в котором сначала проводится 
поиск оптимальной структуры искусственной нейронной сети (ИНС),  
а затем — оптимизация весов найденной структуры. Для поиска оптималь-
ной структуры применен метод грамматической эволюции. Последующая 
оптимизация весов осуществляется генетическим алгоритмом [9]. Такой 
подход, по сути, универсален, как и любой метод символьной регрессии, 
так как предусматривает наличие недифференцируемых функций актива-
ции в структуре ИНС. Однако в [8] осуществлен поиск управления лишь 
для нескольких начальных условий. 

Постановка задачи. Задана математическая модель объекта управле-
ния 
 , ,s f s u  (1) 

где т
1 ns ss  — вектор состояния объекта; ,ns т

1 mu uu  — век-
тор управления; U ,mu  U  — ограниченное замкнутое множество. 

Заданы множество начальных состояний 

 0S ,n  (2) 
терминальное состояние 

 ffts s  (3) 

и функционал качества 

 0
U0

, min.
ft

J f t t dt
u

s u  (4) 
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Здесь ft  — ограниченное время процесса управления, которое может быть 
задано или определено по достижении терминального условия. 

Требуется найти управление в форме функции компонентов вектора 
состояний объекта 
 ( ),u h s  (5) 

где ( ) :h s ,n m  ( ) U,h s s .n  
Подставив (5) в (1), получим модель объекта с функцией управления, 

зависящей от состояния: 
 ( , ( )).s f s h s  (6) 

Требуется найти функцию управления (5), переводящую объект управ-
ления в терминальное состояние (3) и удовлетворяющую функционалу ка-
чества (4) для всех возможных начальных условий из множества (2). 

Этап 1. Генерация обучающей выборки. Для генерации обучающей вы-
борки используется многократное решение задачи оптимального управле-
ния объектом (1) при разных начальных условиях. Оптимальное управле-
ние находится в виде функции отклонения текущего состояния объекта от 
терминального. 

Формируется конечное множество начальных условий 

 0 0 0 01D={ , ..., }, S ,  1, ,ik i ks s s  

и для каждого из этих условий 0
is  инициализируется нейросетевой аппрок-

симатор с начальным набором весовых коэффициентов 0 , n m lΨ  
где n  — число слоев аппроксиматора; ,  m l  — число входов и выходов слоя 

1, .v n  Этот аппроксиматор для данного 0
is  должен аппроксимировать 

функцию отклонения текущего состояния объекта от его терминального 
состояния   

 Δ ( ) ( ),fi it ts s s  
____
1, ,i k  (7) 

где ( )i ts  — решение системы (6) для начальных условий 0 .is  Для поиска 
оптимальных весовых коэффициентов oΨ  аппроксиматора используется 
генетический алгоритм [9]. Генерируется популяция весовых коэффи-
циентов 
 1

т1P [ , , ],  [ ] ,  p j nΨ Ψ Ψ W W  

 ,
m l

vW   
где ,  m l  — число входов и выходов слоя 1,v n  нейронной сети; ,jΨ  

1,j p  — j-й индивид популяции, p  — размерность популяции. В ходе 
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итеративного процесса над индивидами ,  1, ,j j pΨ  выполняются опера-
ции генетического алгоритма — отбор, скрещивание, мутации с оптимиза-
цией функционала (4) — и находится оптимальный для текущего началь-
ного условия 0

is  вектор весов .oΨ  
Для каждого начального условия 0,  1, ,i i ks  для объекта (1) получают 

решения задачи оптимального управления (Δ | ).oi iu h s Ψ  Далее выпол-
няется моделирование процесса эволюции объекта (1) из начальных усло-
вий 0,  1, ,i i ks  и запоминаются полученные отображения «отклонение–
управление»: 

 Δ ( ) ( ),  1, ,  [0, ].i i ft t i k t ts u  

При завершении этапа 1 для элементов множества начальных состоя-
ний D  формируется обучающее множество пар «отклонение–управление» 

 T {(Δ , )},  1, ,j j j qs u  (8) 

где q  — размер обучающей выборки. 
Этап 2. Аппроксимация функции управления (5). Учитывая, что объект 

управления (1) может иметь сложную нелинейную динамику, необходимо 
выбрать аппроксиматор, который мог бы описать такое сложное поведе-
ние объекта. Согласно теореме Хорника [10], любую непрерывную функ-
цию можно сколь угодно точно приблизить нейронной сетью с одним 
скрытым слоем. С использованием числа слоев и нейронов в слое можно 
управлять степенью нелинейности и обобщающей способностью указан-
ной функции.  

Нейронная сеть с весовыми коэффициентами Θ  инициализируется,  
и аппроксимируются функциональные связи ( ),j ju s  1, ,j q  определяе-
мые множеством (8) методом обратного распространения ошибки [11]. 
Минимизируется квадратичная функция ошибки 

 2
2

1 ˆ( | ) min,  1, ,
2j j jL j q

Θ
s Θ u u  (9) 

где ˆ ju  — вектор выходов нейронной сети. 
Получают нейронную сеть, реализующую замкнутую по состоянию 

функцию управления 

 ( | ),ou h s Θ  

где oΘ  —  обученные весовые коэффициенты нейронной сети. 
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Вычислительный эксперимент. В качестве объекта управления рас-
сматривается гусеничный мобильный робот [12], динамика которого опи-
сывается системой 

 

1 2

1 2

1 2

( )cos θ ;
2

( )sin θ ;
2

θ ,
2

u ux

u uy

u u

 (10) 

где ,x y  — координаты центра масс робота; θ  — угол между осью симмет-
рии робота и осью абсцисс инерциальной системы координат 0 ;xy  

1 2, [ 1,  1]u u  — управления гусеницами робота. 
Терминальное состояние системы фиксировано  

 т[0 0 0] .fs  (11) 

Если выполняется условие 

 
2

( ) ,  [0, ],f ft t ts s   

где 0, 01 — допустимая ошибка, то полагается, что объект (10) достиг 
терминальное состояние. 

Подлежащий минимизации функционал имеет вид 

 
2 2

Δ ( ) ( ) ,f f f f fJ t t t ts s s  (12) 

 
,  если ;

,  иначе,      
f t t t

t
t

 

где  [0, ],ft t  5 сt  — максимальное допустимое время движения ро-
бота; вектор 

 тΔ ( ) ( ) [ ( ) ( ) θ θ( )]f f f ft t x x t y y t ts s s  (13) 

определяет отклонение текущего состояния системы (10) от терминально-
го состояния (11) в момент времени [0, ].ft t  

Дискретное множество начальных условий системы (10) полагается 
заданным: 

 т0 0 0 0 0 0
1D={ , ..., }, [ θ ] ,  500,  1, ,i i i ik x y k i ks s s  (14) 

где 0 0 0,  [ 10,10],  [0, 2 ]i i ix y  — величины, равномерно случайно рас-
пределенные в указанных интервалах. 
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Этап 1. Решается задача оптимального управления объектом (10) для 
каждого множества начальных условий (14). Для начального условия 

0 D, 1, ,i i ks  инициализируется персептронная нейронная сеть с двумя 
скрытыми слоями по 15 нейронов в каждом и выходным слоем — из двух 
нейронов, которая реализует систему управления объектом (10). Такая  
архитектура нейронной сети выбрана эвристическим путем. Ее главным 
достоинством является небольшое число свободных параметров и способ-
ность обеспечивать достаточно высокую скорость сходимости обучающего 
генетического алгоритма.  

Алгоритм функционирования первого слоя нейронной сети можно 
записать в виде 

 

T

T

1 111 1

1 1 1
15 15

11 1

1,1 1,2 1,31
1 1 1 1

1
15 15,1 15,2 15,3
1 1 1 1

(( ) Δ )
( Δ ) ,

(( ) Δ )

= ,

y f
f

y f

w w w

w w w

w s
y W s

w s

w
W

w

  (15) 

где 1y  — выходной вектор первого слоя; 1W  — матрица весовых коэффи-
циентов первого слоя. Выходной вектор первого слоя является входным 
вектором для второго слоя, так что аналогично имеем 

 

T

T

1 1
2 12 2

2 2 2 1
15 15

2 12 2

1,1 1,151
2 2 2

2
15 15,1 15,15
2 2 2

(( ) )
( ) ,

(( ) )

= .

y f
f

y f

w w

w w

w y
y W y

w y

w
W

w

  (16) 

В качестве выходного сигнала сети получается вектор управления 

 

T

T

11 3 23
3 3 2 22 3 23

1,1 1,151
3 3 3

2 2 2,1 2,15
3 3 3

(( ) )
( ) ,

(( ) )

= .

u f
f

u f

w w
w w

w y
u W y

w y

w
W

w

      (17) 
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В (15)–(17) ( )if  — функция активации i-го слоя, 1, 3.i  Каждая компо-
нента функций 1 2( ), ( )f f  имеет вид ( ) max(0, ),x x  а функции 3( )f  — 

( ) th .x x  

Система (10) интегрируется на временном интервале [0, ]ft  с посто-
янным шагом интегрирования 0,01. На каждом шаге интегрирования пер-
септрон, реализующий систему управления, принимает в качестве входно-
го вектора отклонение (13) и выдает управление (17). 

Для обучения каждой k нейронной сети используется генетический ал-
горитм [9] с одноточечным скрещиванием и случайным отбором родите-
лей. Параметры алгоритма: 100,  500g p  — число эпох обучения и осо-
бей в популяции соответственно; c 100 — число скрещиваний за одну 
эпоху по схеме «два родителя–два потомка»; вероятность мутации индиви-
да 0,1. В качестве ошибки обучения используется функционал (12). Обуче-
ние останавливается, когда лучшее достигнутое популяцией значение этого 
функционала oJ  становится меньше заданной ошибки обучения  = 0,1  
или когда достигнуто заданное число эпох обучения ,g  т. е. когда выполне-
но одно из условий 

 ρ,     ,oJ e g  

где e  — текущая эпоха обучения. 
Для рассматриваемого начального условия в результате обучения пер-

септрона получается набор его оптимальных весовых коэффициентов вида 

 т
1 2 3[ ] .o

iΨ W W W  

Интегрируя систему (10) с использованием в качестве весовых коэф-
фициентов персептрона коэффициентов ,o

iΨ  получаем для начального 
условия 0

is  множество пар 

 0 0T Δ ( ), , ..., Δ ( ), ,  1, .f fo oi i i i it t t t i ks u Ψ s u Ψ  (18) 

Объединяя множества (18), получаем множество 

 D 1 2T T T T .k  

Формируем на основе множества DT  обучающую выборку в виде 
неупорядоченного набора пар вида ( , ):s u  

 T {( , )},  1, ,j j j qs u  
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где 
1

T ,  
k

i
i

q  — мощность рассматриваемого множества. Из случайно 

выбранных пар ( , )j js u  множества T  формируется обучающая (T )train  
и тестовая (T )test  выборки, мощности которых находятся в пропорции  
4 : 1. 

Этап 2. Суть этого этапа решения задачи состоит в параметрическом 
синтезе нейронной сети, которая аппроксимирует функциональные связи 

( ),j ju s  
____
1, ,j q  определяемые набором T.  В результате указанная ней-

ронная сеть оказывается способной отобразить состояние 3s  в опти-
мальное управление 2.u  

Используются методы обратного распространения ошибки и пакетно-
го обучения [13]. Алгоритм обучения нейронной сети состоит из шести 
шагов. 

1. Инициализация числа эпох обучения 4000e  и начальных весов 
0Θ  нейронной сети. 

2. Равномерное случайное выделение из выборки Ttrain  обучающей 
подвыборки T Ttrainb  на каждой эпохе обучения 0, 1.e e  

3. Вычисление для каждой пары ( , ) Tj j bs u  значения локальной 
ошибки обучения 

 2
2

1 ˆ( | ) min,  1, T ,
2

train j e j j bjL j
Θ

s Θ u u  

и градиентов весовых коэффициентов ., ,
( | )train jj

e j e j
dL

d
s Θ

Θ Θ Θ
Θ

 

Здесь ˆ ju  — вектор выходов нейронной сети. 

4. Обновление веса нейронной сети по правилу 
T

1 ,
1

,
b

e e e j
j

Θ Θ Θ  

где  — коэффициент скорости обучения. 
5. Вычисление значения ошибки обучения на тестовом множестве 

 
T

2
.2

1

1 ˆ( | ) ,  T
T

e

test
test testn ntest

n
L s Θ u u s  

6. Остановка обучения, если e e  или если значение ошибки обуче-
ния ( )test eL Θ  не снижается в течение 100 эпох. Иначе переход к шагу 2. 
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В результате получается замкнутая по состоянию функция управления 

 ( | ),ou h s Θ  

где oΘ  — обученные весовые коэффициенты нейронной сети. 
Процесс стагнации ошибки для персептрона с двумя скрытыми слоя-

ми по 100 нейронов в каждом показан на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Зависимость ошибки (9) от числа эпох обучения для обучающего  

Ttrain  (а) и тестового Ttest  (б) множеств 

Вычислительные эксперименты показали, что для повышения качества 

аппроксимации функциональной связи ( ),j ju s
____
1, ,j q  целесообразно 

использовать не одну нейронную сеть, как было рассмотрено выше, а ко-
митет из трех персептронных нейронных сетей, имеющих по два скрытых 

слоя и состоящих из 80, 90 и 100 нейронов. Пусть 
___

1 2( , ), 1, 3r r ru u ru  — 
выход r-й нейронной сети. Тогда управление, формируемое комитетом 
нейронных сетей, имеет вид 

 1
1 2 3
1 1 1

1 ( ),
3

u u u u  2
1 2 3
2 2 2

1 ( ).
3

u u u u  

Траектории движения робота на плоскости в терминальное состояние 
т= 0 0 0fs  из начальных условий  
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т т
0 0
1 2

т
т0 0

3 4

т т
0 0
5 6

т
т0 0

7 8

10 0 ,  10 10 ,  
4 2

30 10 ,  10 10 ,
4
5 310 0 ,  10 10 ,
4 2
70 10 ,  10 10 2 ,
4

s s

s s

s s

s s

 (19) 

не принадлежащих обучающей (T )train  и тестовой (T )test  выборкам с ис-
пользованием в качестве системы управления комитета нейронных сетей, 
приведены на рис. 2. 

Рис. 2. Траектории движения робота (10) из начальных состояний (19)  
в терминальное fs  

 
Зависимость оптимального управления от времени для четырех из 

восьми начальных состояний (19) приведена на рис. 3. Зависимость пока-
зывает, что найденные оптимальные управления не имеют разрывов и су-
щественных скачков и удовлетворяют заданным ограничениям. 

Для того чтобы понять, как ведет себя синтезированная система стаби-
лизации в условиях внешних возмущений, к каждой переменной состоя-
ния системы (10) на каждом шаге интегрирования добавлялся нормаль-
ный шум (0, 1)N  с нулевым математическим ожиданием и единичным 
среднеквадратичным отклонением. Результаты этого исследования пред-
ставлены на рис. 4 и 5. Способность синтезированной системы стабили-
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Рис. 3. Зависимость оптимального управления от времени  
для 0

2s  (а), 0
3s  (б), 0

4s  (в) и 0
5s  (г) 

зации достигать терминального состояния в условиях внешних возмущений 
продемонстрирована на рис. 4. Зависимость оптимального управления от 
времени при воздействии возмущений приведена на рис. 5. Следует отме-
тить, какое сильное изменение претерпели зависимости оптимального 
управления в результате воздействия на систему указанного возмущения. 

Траектории, приведенные на рис. 6, демонстрируют способность систе-
мы (10) достигать терминального состояния, находясь за пределами области 
обучения вследствие наложения возмущения на начальные условия (19): 

 
___

0 * 0 т( ) [ (0,1) (0,1) (0,1)] ; 1, 8 .i i N N N is s  (20) 

Траектории на рис. 6 свидетельствуют о высокой обобщающей способ-
ности рассматриваемого комитета нейронных сетей: несмотря на тот факт, 
что некоторые начальные состояния вышли за границы области обучения, 
комитет нейронных сетей перевел объект в терминальное состояние. Зави-
симость оптимального управления от времени приведена на рис. 7. 
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Рис. 4. Траектории движения робота (10) из начальных состояний (19)  
в терминальное fs  при наличии возмущений 

Рис. 5. Зависимость оптимального управления от времени при воздействии 
возмущений для 0

2s  (а), 0
3s  (б), 0

4s  (в) и 0
5s  (г) 
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Рис. 6. Траектории движения робота (10) из возмущенных начальных 
состояний (19) в терминальное fs  

Рис. 7. Зависимость оптимального управления от времени при возмущенных 
начальных условиях (19), (20) для 0

2s  (а), 0
3s  (б), 0

4s  (в) и 0
5s  (г) 
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В качестве инструмента для синтеза рассмотренных нейронных сетей 
используется библиотека Keras [14], которая ориентирована на работу  
с нейронными сетями и спроектирована как компактная, модульная и рас-
ширяемая. 

Обучение осуществлялось с использованием модификации алгоритма 
обратного распространения ошибки, называемой Adam [15]. Следует от-
метить, что при использовании в качестве функции активации функции 
ReLU [16, 17] в скрытых слоях и инициализации весовых коэффициентов 
по схеме Ксавье [18] многослойный персептрон обучается быстрее, чем 
при использовании сигмоидальных функций со случайной инициализа-
цией. Существенно ускоряется процесс обучения нормализация входных 
сигналов слоев по мини-батчам [19]. 

Заключение. Представлена методика автоматического синтеза систе-
мы стабилизации непрерывной динамической системы путем аппрокси-
мации оптимальных управлений, определенных в процессе минимизации 
функционала интегрального типа. Все, что необходимо выполнить опера-
тору в рамках такой методики — это задать характеристики объекта 
управления, параметры генетического поиска и параметры нейронной се-
ти, реализующей систему стабилизации. В качестве примера рассмотрена 
задача синтеза системы стабилизации гусеничного робота. Синтезирован-
ная в эксперименте система стабилизации оказалась способной доставлять 
объект управления в терминальное состояние из любого начального усло-
вия, лежащего внутри границ области обучения. Показано, что эта система 
является малочувствительной к внешним возмущениям. 

Для продолжения указанных исследований планируется разработать 
систему управления группой роботов, осуществляющую перестроения  
в условиях фазовых и динамических ограничений. 
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AUTOMATIC SYNTHESIS OF A CONTINUOUS DYNAMIC  
STABILIZATION SYSTEM BASED ON ARTIFICIAL  
NEURAL NETWORKS 
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RUDN University, Moscow, Russian Federation 

Abstract Keywords 
The article considers an automated process of synthe-
sising a continuous dynamic stabilization system 
based on multilayer neural networks. We propose a 
two-stage solution to the synthesis problem. The first 
stage involved generating the training dataset. It 
meant solving the optimum control problem for the 
dynamic system under consideration multiple times 
with various initial conditions. We derived optimum 
control for every initial condition as a function of 
object states. The second stage involved approxima-
tion of the training dataset we generated, which used 
a multilayer perceptron neural network. This percep-
tron represents a control unit that covers the entire 
initial condition space of the control object. The in-
novative aspect of our work is as follows: we reduced 
the synthesis problem to the approximation problem, 
that is, we sought a closed stabilising system by means 
of approximating the optimum controls obtained 
while minimising a functional of the integral type. 
The paper presents a numerical experiment in synthe-
sising a stabilisation system for a track-laying robot. 
In order to test the stabilisation system synthesised, 
we consider initial conditions outside the training 
dataset and show how the system operates when ex-
ternally perturbed 

Perceptron, control synthesis, 
genetic algorithm, supervised 
learning, dynamic system 
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