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Аннотация Ключевые слова  
Рассмотрен детерминированный подход к параметри-
ческой идентификации линейной дискретной системы 
на основе матричных делителей нуля. Определены 
условия разрешимости поставленной задачи иденти-
фикации, приведена формулировка критерия иденти-
фицируемости и построена формула решения (алго-
ритм идентификации). На числовых примерах проде-
монстрированы возможности подхода 
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Введение и постановка задачи. При разработке сложных систем управления на 
различных этапах используют разнообразные методы, среди которых можно 
отметить аналитические расчеты и исследования, моделирование и натурный 
эксперимент. Часто возникает следующая задача: по данным натурного экспе-
римента сделать вывод о функционировании системы в соответствии с ее мате-
матической моделью, т. е. идентифицировать модель с реально существующей 
(функционирующей) системой. В наиболее широкой постановке проблемы 
идентификации, которая в научном плане активно развивается как у нас в 
стране, так и за рубежом [1–4], предполагается наличие случайных факторов, 
при которых точные измерения невозможны. В простой постановке идентифи-
кацией (параметрической идентификацией) линейной динамической системы, 
заданной в пространстве состояний, называется определение элементов матриц 
A  и B  в уравнении динамики 

 0 0( ) ( ) ( ), ( )x t x t u t x t x= + =A B   (1) 

по детерминированным данным измерений компонент вектора состояний 
( ) .nx t ∈  Здесь ( ) ru t ∈  — вектор входных величин (сигналов) системы; 0x  — 

начальные условия;   — вещественная ось.   
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Практически такая же простая постановка задачи предполагает использо-
вание вычислительной техники, работающей с дискретными величинами. В свя-
зи с этим вместо дифференциального уравнения (1) используют эквивалентное 
рекурсивное соотношение 

 1 , 0, 1,k k kx x u k N+ = + = −A B    (2) 

или систему уравнений 

 

1 0 0

2 1 1

1 1

;
;

,N N N

x x u
x x u

x x u− −

= +
= +

= +

A B
A B

A B


  (3) 

где N  — число шагов измерений. 
Каждое уравнение системы (3) равносильно n скалярным равенствам.  

Таким образом, для определения 2n nr+  коэффициентов матриц A  и B  имеет-
ся N n×  уравнений. 

Если в (2) принять 0,ku =  то, записывая систему (3) в виде равенства строк 
с векторными компонентами или с учетом очевидных подстановок равенства 

 ( ) ( )2 1
1 2 1 0 0 0 0... ... ,N N

N Nx x x x x Ax A x A x− −
− = A  

можно убедиться  в том, что для идентифицируемости системы (точнее, опреде-
ления матрицы A ) при N n=  достаточно, чтобы матрицы [5] 

 ( )0 1 2 1... N Nx x x x− −    (4)  

или 

  ( )2 1
0 0 0 0... n nx Ax A x A x− −  

были невырожденными, т. е. 

   ( )0 1 2 1det ... 0N Nx x x x− − ≠    (5) 

или 

 ( )2 1
0 0 0 0det ... 0 .n nx Ax A x A x− − ≠  

Однако этот частный случай редко встречается в практических задачах, и 
более общая ситуация приводит к необходимости решения уравнений вида 

 
( ) ( )

( )
1 2 1 0 1 2 1

0 1 2 2 1

... ...
... , .

N N N N

N N

x x x x x x x x
u u u u u N n

− − −

− −

= +

+ ≠

A
B

   (6) 

В настоящей работе рассмотрена идентификация линейной дискретной си-
стемы (2) как задача определения условий совместности или условий разреши-
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мости, формулировки критерия идентифицируемости и построения формулы 
решения или алгоритма идентификации алгебраического уравнения (6). Неиз-
вестными здесь полагаются матрицы A и B. В основу приводимых далее резуль-
татов положен метод матричных делителей нуля [6, 7]. 

Методическая основа работы.  Рассмотрим матричное уравнение вида 

 ,+ =XZ YQ C   (7) 

где , ,Z Q C  —  заданные в общем случае комплексные матрицы; ,X Y  — иско-
мые матрицы. Условно уравнение (7) можно называть правосторонним уравне-
нием. 

Рассмотрим процедуру получения решения  (7) на основе метода канониза-
ции [6]. 

Метод канонизации оперирует понятиями так называемых матричных ка-
нонизаторов и делителей нуля. Напомним, что делителями (левым L

⊥A  и пра-
вым R

⊥A ) нуля максимального ранга и канонизаторами (левым LA  и правым 
RA ) некоторой матрицы A  размерами m n×  и рангом r называются матрицы, 

удовлетворяющие блочному матричному равенству 

 ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
.

0 0

L
r r n rR

R
m r r m r n rL

× −⊥
⊥ − × − × −

   
=       

A I
A A A

A
   (8) 

Здесь rI  — единичная матрица рангом .r  
Сводным канонизатором (полуобратной матрицей) называют матрицу, 

получаемую из левого и правого канонизаторов по формуле R L− =A A A  и удо-
влетворяющую условиям регулярности фон Неймана , .− − −= =AAA A A AA A  

Формулы решения левосторонних и правосторонних линейных матричных 
уравнений методом канонизации приведены в таблице, где ,μ  η  — матрицы,  
имеющие подходящие размеры и произвольные элементы. 

Формулы решения левосторонних и правосторонних линейных  
матричных уравнений методом канонизации 

Формула Условие 
разрешимости Формульное представление 

Левостороннее уравнение 
=AX C  0L

⊥ =A C  R
− ⊥= +X A C A μ  

Правостороннее уравнение 
=XB C  0R

⊥ =CB  L
− ⊥= +X CB ηB  

 
Отметим, что изучаемое уравнение (6) с точностью до обозначений имеет 

вид правостороннего уравнения (7). Перепишем (7) в эквивалентном виде 

 = −XZ C YQ    (9) 
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и рассмотрим его как уравнение относительно неизвестной матрицы .X  В соот-
ветствии с формулами, приведенными в таблице, уравнение (9) разрешимо, если 
выполняется условие 
 ( ) 0 .R

⊥− =C YQ Z    (10) 

Условие (10) можно рассматривать как ограничение на выбор неизвестной мат-
рицы .Y  Действительно, запишем (10) в виде правостороннего уравнения, но 
теперь уже относительно матрицы :Y  

 .R R
⊥ ⊥=YQZ CZ    (11) 

Уравнение (11) оказывается разрешимым, если выполняется тождество 

 ( ) 0.R R R
⊥⊥ ⊥ =CZ QZ   (12) 

Здесь ( )R R
⊥⊥QZ  — правый делитель нуля произведения матриц .R

⊥QZ  
При выполнении условия (12) множество решений уравнения (11) имеет 

вид 

 ( ) ( ) .R R R L
− ⊥⊥ ⊥ ⊥=Y CZ QZ μ QZ    (13) 

Здесь ( ) ,R
−⊥QZ  ( )R L

⊥⊥QZ  — символы, обозначающие сводный канонизатор и ле-

вый делитель нуля произведения матриц .R
⊥QZ  

Подставляя решение (13) в соотношение (9), получаем уравнение 

 ( ) ( )( ) ,R R R L
− ⊥⊥ ⊥ ⊥
+

= −XZ C CZ QZ μ QZ Q   (14) 

которое всегда оказывается разрешимым относительно матрицы ,X  поскольку 
выполнены условия выбора (11), (12). При этом формула его решения имеет вид 

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ,

R R R LL

R R R LL

− ⊥⊥ ⊥ ⊥ − ⊥
+

− ⊥ ⊥ ⊥ − ⊥ − ⊥−  

 = − + =
 

= − +

X C CZ QZ μ QZ Q Z χZ

C I Z QZ Q Z μ QZ QZ χZ
 

где I  —  единичная матрица подходящего размера. 
Повторяя аналогичные операции в отношении уравнения (7), переписанно-

го в виде ,= −YQ C XZ  можно получить эквивалентное (12) условие разреши-
мости 

 ( ) 0R R R
⊥⊥ ⊥ =CQ ZQ    (16) 

и эквивалентные (13) и (15) формулы решения 

 
( ) ( )

( ) ( )
;

.

R R R L

R R R LL

− ⊥⊥ ⊥ ⊥

− ⊥ ⊥ ⊥ − ⊥ − ⊥
  

= +

= − − +

X CQ ZQ η ZQ

Y C I Q ZQ Z Q η ZQ ZQ φQ
  (17) 
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Отметим, что аналогичные результаты могут быть получены при рассмот-
рении уравнения (7) в блочно-матричном виде 

    
 

 

Z
X Y C

Q
 

с использованием метода блочного решения алгебраических задач [6], в кото-
ром при решении уравнений общего вида фактически рассматривается канони-
зация блочной матрицы. Очевидно, что различные формы конечных решений 
(13), (15), (17) определяются неединственностью тройки матриц 

 , , .
L R

                     

Z Z Z
Q Q Q

 

Обратимся к задаче идентификации в смысле разрешения уравнения (6) 
относительно матриц A  и .B  

Формулировка подхода к идентификации. Предположим, что наблюдения 
за системой (2) ведутся на протяжении N  шагов. В целях компактности запи-
сываемых формул введем обозначения для известных по постановке задачи 
матриц 

 
 

 
 

1 0 1 2 1

1 2 1

0 1 2 2 1

... ;
... ;

...

N N N

N N N

N N

x x x x
x x x x

u u u u u

  



 







X
X
U

  (18) 

и перепишем уравнение (6) с учетом матриц (18) в виде 

 1 .N N X AX BU   (19) 

Условие разрешимости уравнения (19) относительно неизвестных матриц  
А и В согласно (12) и (16) можно сформулировать в эквивалентных формах 

  1 1 0;R R
N N N R

 
  X X UX    (20) 

  1 1 0.R R
N N N R

 
  X U XU   (21) 

Другими словами, уравнение (6) является совместным, а система (2) — 
идентифицируемой, если известные матрицы (18) удовлетворяют эквивалент-
ным алгебраическим соотношениям (20), (21). 

Если условия (20), (21) выполняются, то формулы решения (алгоритм 
идентификации по рекурсивным данным) в соответствии с (13), (15), (17) име-
ют вид 

 
   

   
1 11 1 1 1

1 1 1

;R R R L
N N NN N N NL

R R R
N N N N L

       
      

   
  

   

 

A X I X UX U X μ UX UX χX

B X X UX μ UX
  (22) 
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или 

 
( ) ( )

( )( ) ( )
1 1

1 1 11

;

.

N NR R N R L

N N N NR R N R LL

− ⊥⊥ ⊥ ⊥
− −

− ⊥⊥ ⊥ − ⊥ − ⊥
− − −−

= +

= − − +

A X U X U η X U

B X I U X U X U η X U X U φU
  (23) 

Здесь , , ,μ χ η φ  — произвольные матрицы подходящего размера. 
Ясно, что однозначность решений (отсутствие произвола в (22), (23)) суще-

ствует, когда искомые матрицы выражаются формулами 

 
( )( )

( )
11 1

1 1

;R R
N NN N

R R
N N N

−⊥ ⊥ −
−− −

−⊥ ⊥
− −

= −

=

A X I X UX U X

B X X UX
   (24) 

или 

 
( )

( )( )
1

1 1

;

,

N NR R

N N NR R

−⊥ ⊥
−

−⊥ ⊥ −
− −

=

= −

A X U X U

B X I U X U X U
   (25) 

и достигается, если строго выполняются тождества 

 ( )1 10, 0;L R
N N L

⊥⊥ ⊥
− −= =X UX   (26) 

 ( )10, 0.L N R L
⊥⊥ ⊥

−= =U X U   (27) 

Тогда это и есть алгебраическая форма критерия идентифицируемости. 
Поясним сделанное утверждение. Согласно (18), (26) и (27) линейная рекур-

сивная система (2) идентифицируема тогда и только тогда, когда не только мат-
рицы 

 
( )

( )
1 0 1 2 1

0 1 2 2 1

... ;
...

N N N

N N

x x x x
u u u u u

− − −

− −

=

=

X
U

   (28) 

не имеют линейно зависимых строк (т. е. их левые делители нуля равны нулю), 
но не имеют линейно зависимых строк и произведения матриц 

 ( ) ( )0 1 2 2 1 0 1 2 11 ... ... ;R
N N N NN Ru u u u u x x x x ⊥⊥

− − − −− =UX  

 ( ) ( )1 0 1 2 1 0 1 2 2 1... ... .N N N N NR Rx x x x u u u u u ⊥⊥
− − − − −=X U  

В указанном выше частном случае (4), (5), когда матрица 1N−X  (28) имеет 
квадратный вид ( ) ,N n=  согласно (26) для идентифицируемости системы (2), 
действительно, необходимо и достаточно обеспечить невырожденность матри-
цы ( )0 1 2 1det ... 0.N Nx x x x− − ≠   

Объединение выражений (22), (23), (26) и (27) в силу их эквивалентности 
позволяет записать формулы решения задачи идентификации в более компакт-
ном виде 



Н.Е. Зубов, Е.А. Микрин, В.Н. Рябченко 

26  ISSN 0236-3933.  Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2017. № 3 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1 1

;

.

N NR R N R L

R R R
N N N N L

− ⊥⊥ ⊥ ⊥
− −

− ⊥⊥ ⊥ ⊥
− − −

= +

= +

A X U X U η X U

B X X UX μ UX
   (29) 

Тогда критерий идентифицируемости матрицы A  запишется в виде условия 

 ( )1 0,N R L
⊥⊥

− =X U   (30) 

а критерий идентифицируемости матрицы B  — в виде условия 

 ( )1 0.R
N L

⊥⊥
− =UX   (31) 

При удовлетворении соответствующих критериев (30), (31) идентифициру-
емые матрицы A  и B  определяются по выражениям 

 ( )1 ;N NR R
−⊥ ⊥

−=A X U X U    (32) 

 ( )1 1 .R R
N N N

−⊥ ⊥
− −=B X X UX    (33) 

Рассмотрим некоторые характерные примеры решения задачи идентифи-
кации на основе полученных соотношений, при этом в силу эквивалентности 
условий разрешимости задачи идентификации (20), (21) в дальнейшем будем 
использовать, например, условие (21). 

Расчетные примеры. Пусть требуется идентифицировать матрицы A  и B  
линейной MIMO-системы, представимой уравнением (2), по дискретно задан-
ным последовательностям сигналов 

 ( )−
− − 

= = − 
1

1 0 1 1
, 0 1 1 1 ;

1 0 1 1NX U   (34) 

 
− − − 

=  
 

0 1 1 1
.

0 1 1 1NX    (35) 

Вычислим канонизатор и делители нуля  
– матрицы 1N−X  

 ( )⊥ ⊥ −
−− −

   
   
   = = =
   
   
   

11 1

0 1 1 1 0
1 0 0 0 0

1 1 , , ;
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

L R
NN NX X X   (36) 

– матрицы U  

 ⊥ ⊥ −

   
   
   = = =
   
   − −   

0 0 1 0
1 0 0 0

0, , ;
0 1 0 0
1 1 0 1

L RU U U   (37) 
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– произведений матриц 

 

( ) ( )

( ) ( )

⊥⊥ ⊥
− −

⊥ −⊥ ⊥
− −

 
= = − − 

−   
   = =   
   
   

1 1

1 1

1 0 1
, 1 1 ;

1 0 1
0 1 1 0
1 0 , 0 0 ;
0 1 0 0

R
N R N L

R
N R NR

X U UX

X U UX
   (38) 

– матрицы 

 

( ) ( )

( ) ( )

⊥⊥ ⊥
− −

⊥ −⊥ ⊥
− −

= =

   
   

= − =   
   −   

1 1

1 1

1 1 1 , 0;

1 0 1

1 1 , 0 .

0 1 0

R R
N N L

R R
N NR

UX UX

UX UX
   (39) 

Подставляя соответствующие матрицы из (35), (37), (38) в условие (21), по-

лучаем нулевую результирующую матрицу ( )1 0.N R N R R
⊥⊥ ⊥

− =X U X U  Таким обра-
зом, задача идентификации является разрешимой. 

С учетом (38) и (39) критерий идентифицируемости матрицы B  (31) вы-
полняется и матрица может быть вычислена по формуле (33): 

 ( )−⊥ ⊥
− −

 
  − − − −     = = =            

 

1 1

0 1 1
1

0 1 1 1 1 0 0 1
0 .

0 1 1 1 0 1 0 1
0

0 0 1

R R
N N NB X X UX  

Однако критерий идентифицируемости матрицы A  (30) не выполняется 

( ) ( )( )1 1 1 ,N R L
⊥⊥

− =X U  тогда согласно формуле (29) имеем 

 

( ) ( )

( )

− ⊥⊥ ⊥ ⊥
− −= + =

 
  − − − η η η       = + =        η η η         − − 

1 1

1 1 1

2 2 2

0 0 1
1 0

0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 .

0 1 1 1 0 1 0
0 0

1 1 0

N NR R N R L
A X U X U η X U

 (40) 

Действительно, при любых элементах 1 2,η η  пара матриц 

 
η η −   

= =   η η   

1 1

2 2

1
,

1
A B  

при заданных сигналах (34), (35) обращает уравнение (2) в тождество 



Н.Е. Зубов, Е.А. Микрин, В.Н. Рябченко 

28  ISSN 0236-3933.  Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2017. № 3 

 
( )

− − − η η − −     
= +     η η −     

− − − −   
+ =   
   

1 1

2 2

0 1 1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1 1

1 0 1 1 1
0 1 1 1 .

1 0 1 1 1

 

Отметим, что числовые последовательности (34), (35) были получены при 
моделировании переходной характеристики системы с матрицами 

 
−   

= =   
   

0,1 0,1 1
,

0,1 0,1 1
A B  

и начальными условиями 

 
 

=  − 
0

1
.

1
x  

Следует отметить, что исходная матрица A  принадлежит найденному 
множеству (40). 

Усложним задачу. Предположим, что доступны следующие данные: 

 −

 
 = − 
 − 

1

1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 ;
1 1 1 0 1

NX    (41) 

 
 

=  − 

0 1 1 0 1
;

0 1 1 1 0
U    (42) 

 
 
 = − − 
 − 

0 1 1 1 0
1 1 0 1 1 .
1 1 0 1 1

NX    (43) 

Канонизация матриц 1,N−X  ,U  1N R
⊥

−X U  и 1
R

N
⊥
−UX  приводит к равенствам 

 11 1

1 111 2 2 2
1 2 1 1 0
0 1 0 0 00, , ;
1 0 0 0 0
0 1 1 10

2 2

L R
NN N

⊥ ⊥ −
−− −

 − − − 
   −  
  = = =
  
  
  

   −
 

X X X  

 

0 0 1 0 0
1 1 0 0 1
1 0 0 0 00, , ;
0 1 0 0 0
2 1 0 1 1

L R
⊥ ⊥ −

   
   −   
   = = =
   
   
   − −   

U U U  
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( ) ( )

( ) ( )

⊥ ⊥⊥ ⊥ ⊥
− − −

− −⊥ ⊥
− −

− 
 = − = = 
 − 

− 
 = = − − 
 
 

1 1 1

1
1 1

1 2 1
2 0 1 , 0, 0;

4 2 1
2 4 2

1 3 5 1 ;
14

4 6 4

N R N R N RL R

N NR R

X U X U X U

X U X U

 

 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1
1 1

1 4
, 0, 0;

2 1
1 4
7 7 .

2 1
7 7

R R R
N N NL R

R R
N N

⊥ ⊥⊥ ⊥ ⊥
− − −

− −⊥ ⊥
− −

 
= = = 
 

 − 
= =  

 − 
 

UX UX UX

UX UX
 

Отметим, что в рассматриваемом случае матрицы 1N R
⊥

−X U  и 1
R

N
⊥
−UX  имеют 

нулевые матрицы в качестве левых делителей нуля и, следовательно, в соответ-
ствии с условием разрешимости (21) и критериями идентифицируемости (30), 
(31), решение задачи идентификации согласно (32), (33) имеет однозначный вид 

 
−   

   = − = −   
   − −   

4 8 4 4 5
1 112 3 5 , 9 1 .

14 7
4 15 3 3 5

A B  

Если вместо последовательности (42) задана, например, матрица 

 
 

=  − − − 

0 1 1 0 1
,

0 1 1 0 1
U  

то эта матрица имеет ненулевой левый делитель нуля (линейно зависимые стро-
ки): ( )1 1 .L

⊥ =U  Кроме того, условие разрешимости (21) при неизменных мат-
рицах (41), (43) 

 ( )1

5
1 1 0
4

5
N R N R R

⊥⊥ ⊥
−

 
 = ≠ 
 − 

X U X U  

не выполняется, что в свою очередь означает принципиальную неразрешимость 
задачи идентификации по имеющимся данным. 
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Abstract Keywords 
The purpose of this work was to consider a deterministic 
approach to parametric identification of linear discrete 
systems based on matrix zero divisors. We determined 
the conditions for the solvability of the identification 
problem. Moreover, we formulated the identifiability 
criterion and built the solution formula (identification 
algorithm). By numerical examples we demonstrated the 
possibilities of the approach 
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