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Игровые модели управления в структурно-сложных системах (ССС) представ-
ляют собой достаточно широкий класс задач многокритериальной оптимизации 
в условиях конфликта и неопределенности. Особенность указанных задач за-
ключается в том, что в основе теоретико-игрового анализа ССС лежат различ-
ные концепции конфликтного равновесия, имеющие множество интерпретаций 
в виде конкретных принципов оптимальности и их комбинаций в зависимости 
от степени конфликтности, структурной и информационной сложности решае-
мых задач [1–7]. Кроме того, для подобных конфликтных оптимизационных 
задач в большей степени, чем для известных многокритериальных задач, харак-
терны высокая размерность пространства поиска, нелинейность, многоэкстре-
мальность, наличие точек разрыва показателей эффективности, сложная топо-
логия области достижимых векторных оценок и области варьируемых парамет-
ров ССС и т. д. 

Все перечисленные особенности предопределяют высокую вычислительную 
сложность решаемых задач и в сочетании с проблемой глобальной оптимиза-
ции существенно ограничивают возможности, а часто делают невозможным 
применение известных оптимизационных методов и алгоритмов для комплек-
сирования принципов оптимальности и поиска конфликтно-оптимальных  
решений с заданными свойствами. 

В настоящее время в теории и практике поисковых алгоритмов активно 
развиваются качественно новые подходы, основанные на принципах и меха-

mailto:ser_off@inbox.ru


 В.А. Серов 

112  ISSN 0236-3933.  Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2017. № 2 

низмах, заимствованных из живой природы (Nature-Inspired Algorithms, NIA — 
алгоритмы, вдохновленные природой). В работах [8–14] приведены содержа-
тельные обзоры, в которых основное внимание уделено эволюционным алго-
ритмам многокритериальной оптимизации и показано, что они имеют неоспо-
римые преимущества по сравнению с классическим алгоритмами и являются 
эффективным и перспективным инструментом для решения сложных оптими-
зационных задач. Однако на основе упомянутых обзоров можно сделать вывод 
о том, что достигнутый уровень эволюционных вычислительных технологий не 
позволяет решать задачи оптимизации управления ССС в условиях конфликт-
ных взаимодействий подсистем. 

Кроме того, в практических задачах нередко к свойствам конфликтно-
оптимальных решений предъявляются дополнительные требования, когда, 
например: 

− достаточно (или необходимо, в случае отсутствия оптимальных реше-
ний) ограничиться поиском множества субоптимальных (ε-эффективных,  
ε-равновесных, ε-стабильно-эффективных и т. д.) решений; 

− на множестве ε-оптимальных решений необходимо выделить решения, для 
которых чувствительность к изменению варьируемых параметров не превышает 
заданного уровня (обеспечивается требуемое локальное робастное качество); 

− на множестве ε-оптимальных решений необходимо выделить решения, 
обеспечивающие требуемое глобальное робастное качество на множестве допу-
стимых значений неопределенных факторов; 

− требуется исключить из множества ε-оптимальных решений заведомо не-
приемлемые значения компонентов векторного показателя эффективности, в 
частности, «крайние» участки множества Парето (причем это целесообразно осу-
ществлять в процессе поиска, что существенно сокращает временные затраты). 

Поэтому разработка эволюционной вычислительной технологии многокри-
териальной оптимизации в условиях конфликта и неопределенности (МОУКН) 
представляет собой актуальное направление исследований. 

В работах [12–19] рассмотрены особенности построения генетических ал-
горитмов МОУКН, результаты тестирования и их комплексного применения 
для решения ряда прикладных задач. В [20, 21] приведены формулировки и до-
казательства обобщений ε-вариационного принципа Экланда [22, 23] на класс 
задач многокритериальной конфликтной оптимизации, что позволяет суще-
ственно расширить возможности эволюционных алгоритмов при поиске опти-
мальных решений с заданными свойствами. 

Постановка задачи. Рассмотрим модель ССС в виде бескоалиционной игры: 

 { } ( ){ } { }∈ ∈∈Γ = , , , .i i ii iiN NNN U J u Ω   (1) 

В (1) приняты следующие обозначения: { }= 1,nN  — множество участников 

конфликта (подсистем); ( ) ( ) ( )=   т т т
1 , , nJ u J u J u  — векторный показатель 
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эффективности ССС, где ( ) im
i ∈J u E  — векторный целевой функционал i-го 

участника, определенный на декартовом произведении = ;r
i

i∈
⊂∏

N
U U E  вектор 

т т т
1 , , nu u u U= ∈    объединяет управляющие параметры (решения) iri i∈ ⊂u U E  

участников; замкнутый выпуклый конус ⊂ im
i EΩ  порождает частичное отноше-

ние предпочтения на множестве достижимых векторных оценок 
( ) ( )= im

i i
∈

⊂
u U

J U J u E , .i∈N  Требуется определить допустимое решение ,∗ ∈u U  

обеспечивающее оптимальное значение векторному показателю эффективности 
( )∗J u  при условиях бескоалиционного взаимодействия между участниками кон-

фликта. 
Известно, что для решения задачи (1) может быть использована концепция 

обобщенного равновесия (ОР) [1] (в частности, векторного равновесия по 
Нэшу). 

Определение 1.  Допустимое решение g ∈u U  называется ОР задачи (1), ес-
ли для любого допустимого i i∈u U  имеет место: 

 ( ) ( ) , ,g g
i i i i i− ∉Ω ∈J u u J u N  (2) 

где вектор − + =     т т т т тт
1 1 1, , , , , , .g g g gg

i ni i iu u u u u u u  
Однако, как уже отмечалось, в практических приложениях часто приходит-

ся использовать понятия ε-равновесности, ε-эффективности, ε-оптимальности 
в случае отсутствия равновесных решений, когда экстремумы в определении 
равновесных решений не достигаются на допустимом множестве, а также при 
поиске приближенных решений. 

Определение 2. Допустимое решение gε ∈u U  называется обобщенным  
ε-равновесием (ε-ОР) задачи (1), где т т т

1 , , ,m
т= ∈   Eε ε ε  , ,im

i i∈ ∈E Nε  если 
для любого допустимого i i∈u U  имеет место: 

 ( ) ( )( )− − ∉ ∈, .g g
i i i i i iJ u u J u Nε ε ε Ω   (3) 

В настоящей работе формулируются и доказываются ε-вариационные прин-
ципы, что дает возможность сформировать конструктивные подходы к поиску 
множества обобщенных равновесий и ε-равновесий задачи (1). 

 ε–Ω-вариационный принцип. Рассмотрим задачу многокритериальной 
оптимизации вида  

 ( ){ }
∈

opt  ,
u U

J u Ω    (4) 

где ( ) m∈J u E – векторная целевая функция; r⊆U E  — множество допустимых 
решений; Ω  — замкнутый выпуклый полиэдральный конус доминирования 
вида 
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 { }= ∈ ≤  ,m
pz E Bz 0Ω   (5) 

формализующий бинарное отношение предпочтения на множестве достижи-
мых векторных оценок ( ) ( );

∈
=

u U
J U J u  [ ]p m= ×B  — матрица полиэдрального 

конуса доминирования ;Ω  p
p∈0 E  — нулевой вектор.  

Определение 3. Пусть вектор ( )− ∈ .ε Ω  Допустимое решение ∈u Uε  будем 
называть ε–Ω-оптимальным решением задачи (4), если для любого допустимого 

ε≠u u  имеет место 

 ( ) ( )( )− − ∉ .J u J uε ε Ω    (6) 

 Как следует из определений 2, 3, структура обобщенного ε-равновесия зада-
чи (1) такова, что для каждого участника i∈N  решение gε ∈u U  является ε–Ω-
оптимальным на множестве { } { }.

i i

g g
i i

∈
=

u U
u U u uε ε  Поэтому представляется 

целесообразным исследование свойств ε–Ω-оптимальных решений задачи мно-
гокритериальной оптимизации вида (4), (5) и условий, которым эти решения 
удовлетворяют. Ключевую роль при изучении свойств ε–Ω-оптимальных реше-
ний играют следующие теоремы [23–25]. 

 Теорема 1. Пусть r⊂U E  — замкнутое подмножество полного метрическо-
го пространства; ( ) m∈J u E  — векторная положительная полунепрерывная сни-
зу функция; [ ]p m= ×B  — матрица полиэдрального конуса доминирования Ω  с 
элементами  0;ijb ≥  ( ), d u v  — расстояние между точками , .r∈u v E  Рассмот-
рим 0 ∈u U  и .m

m> ∈c 0 E  
Определим на множестве U  бинарное отношение предпочтения ℜ  следу-

ющего вида: 

 ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 1 2 1  , .dℜ ⇔ + − ≤u u B J u c u u J u 0  (7) 

 Тогда: 1) существует точка ,∈u U  такая, что выполняется отношение пред-
почтения 0  ℜu u  вида (7);  

 2) , ∀ ∈ ≠u U u u  не выполняется отношение   ℜu u  вида (7), т. е. не выпол-
няется система неравенств 

 ( ) ( )( ) ( )( ), .pcd+ − ≤B J u u u J u 0  (8) 

 Следствием теоремы 1 является следующее. 
 Теорема 2 (ε–Ω-вариационный принцип). Пусть:  
 1) выполнены условия теоремы 1;  
 2) вектор m> 0ε  фиксирован и ( )− ∈ ;ε Ω  

 3) ∈u Uε  — слабо ε–Ω-оптимальное решение задачи (4), т. е. для любого 
∈v U  не выполняется система неравенств 

 ( ) ( )( )( ) .p− − <B J v J u 0ε ε  
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 Определим на множестве U бинарное отношение предпочтения ℜ  следу-
ющего вида: 

 ( ) ( )( ) ( )( )ℜ ⇔ + − ≤2 1 2 1 2 1  , ,du u B J u K u u J u 0ε  (9) 

где { }= ≥ =0, , 1,ijk i j mK  — квадратная матрица. 

 Тогда существует ε ∈v U , такой, что 

1)  ( ) ( )( ) ;p− ≤B J v J u 0ε ε  (10) 

2)  ( ),d ≤ δ,u vε ε   (11) 

где 

 
  δ = = 
  

т

тmax ,  1, ;j

j
j p

b
b K

ε
ε

  (12) 

3) для любого ,  v v v V≠ ∈ε  не выполняется отношение предпочтения 
  ℜv vε вида (9), т. е. не выполняется система неравенств 

 ( ) ( )( ) ( )( )+ ε − ≤, pdB J v K v v J v 0ε ε .  (13) 

При определенных обстоятельствах неравенство (13) может стать достаточным 
условием ε–Ω-оптимальности. 

Теорема 3. Пусть:  
1) выполнены условия теоремы 2; 

2) задана положительная диагональная матрица ( )= =diag , 1,iic i mC  с эле-
ментами 

 = =1 , 1, ,
 iic i m

Diam U
 (14) 

где  Diam U  —  диаметр множества ;U  
 3) ∗∈u U  — допустимое решение задачи (4), такое, что для любого ,∈u U  
∗≠u u  не выполняется система неравенств 

 ( )( ) ( )( ) p  .∗ ∗+ − − ≤B J u C u u J u 0ε   (15) 

Тогда ∗u  является ε–Ω-оптимальным решением задачи (4). 
ε–G-вариационный принцип. Исследование условий, которым удовлетво-

ряет обобщенное ε-равновесие задачи (1), а также изучение его свойств воз-
можно на основе ε–Ω-вариационного принципа, являющегося следствием  
ε–Ω-вариационного принципа. 

Теорема 4 (ε–G-вариационный принцип). Пусть в постановке задачи (1) 
выполняются следующие условия: 

1) iri ⊂U E  — замкнутое подмножество полного метрического простран-
ства,  ;i∈N  

2) ( ) im
i ∈J u E   — векторная полунепрерывная снизу функция,  ;i∈N  
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3) [ ]i i ip m= ×B  — матрица замкнутого выпуклого полиэдрального конуса 
доминирования ∈ ∈, ,im

i iE NΩ  с неотрицательными элементами 0;i
kjb ≥  

4) вектор m> 0ε  фиксирован, а его компоненты удовлетворяют включе-
нию ( )− ∈ ∈, ;i i i Nε Ω   

5) g ∈u Uε  — обобщенное ε-равновесие задачи (1). 
 Тогда для любого i∈N  и любой матрицы { }0,  , 1,i

i iljk l j m= ≥ =K  суще-

ствует допустимое решение т т т
1 , , ,n= ∈  v v v Uε ε ε  обладающее следующими 

свойствами: 

1)
 

( ) ( )( ) ;i
g g

i i i mi − ≤B J u v J u 0ε ε ε   (16) 

2)  ( ), ,gd ≤ δv uε ε  (17) 

где 

  
∈

ε  δ = = ε  


т

тmax , 1, ,
i

ij
ii

i i ij
j p

N

b
b K

 (18) 

i
jb  — вектор, образованный из j-й строки матрицы ;iB  

 3) для любого i∈N  и любого ,≠v v ε  ,∈v U  не выполняется система нера-
венств 
 ( ) ( )( ) ( ), .ig g

i i i i i i i i pi id+ − ≤B J u v K v v B J u v 0ε ε ε εε   (19) 

Вопросы обобщения ε-вариационного принципа Экланда [26, 27] на класс 
задач многокритериальной оптимизации исследуются также в работах [28–31]. 
Однако необходимо сделать следующие замечания. 

1. Утверждения теорем 1, 2 являются более общими по сравнению с ре-
зультатами, приведенными в работах [28, 29], поскольку, во-первых, здесь ис-
пользован более общий по сравнению с оптимальностью по Парето принцип 
оптимальности по конусу доминирования ,Ω  во-вторых, утверждения доказа-

ны для любой матрицы { }= ≥ =0,  , 1, ,ijk i j mK  характеризующей требования к 
чувствительности компонентов векторного показателя эффективности к изме-
нениям параметров. 

2. Работы [30, 31] также обобщают ε-вариационный принцип Экланда на 
класс многокритериальных задач. Однако результаты автора, приведенные в 
[23–25], опубликованы значительно раньше, чем работы [30, 31]. Кроме того, 
использование в [23–25] полиэдрального конуса доминирования Ω, а также 
матрицы ,K  позволяет сформулировать условия оптимальности в конструк-
тивном виде, и построить эффективные алгоритмы глобальной оптимизации, 
обеспечивающие поиск оптимальных решений с заданными свойствами. 

3. В [23, 25] дано обобщение ε-вариационного принципа Экланда на класс иг-
ровых моделей оптимизации управления в ССС (теорема 4 —  ε–G-вариационный 
принцип), что отсутствует в упомянутых работах зарубежных авторов. 
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Адаптивные функции пригодности в генетических алгоритмах. Сформу-
лированные утверждения являются базой для построения генетических алго-
ритмов (ГА) МОУКН, позволяющих осуществлять поиск оптимальных решений 
с заданными свойствами. Основой ГА данного класса являются адаптивные 
функции пригодности (АФП), конструкция которых содержит в явном виде 
следующие параметры поиска: 

• ε  — степень оптимальности решений поставленной задачи (эффективности, 
равновесности, стабильности в зависимости от вида оптимизационной задачи); 

• матрица K  — требуемый уровень чувствительности компонентов векторно-
го показателя эффективности к изменениям варьируемых параметров ССС; 

•  матрица B  полиэдрального конуса доминирования Ω , характеризующая 
предпочтения проектировщика на множестве оптимальных решений; 

•  q — параметр, определяющий вид схемы селекции и устанавливающий 
баланс между стохастической и детерминированной составляющей ГА, что в 
конечном итоге определяет скорость сходимости ГА и степень достоверности 
глобально оптимального решения. 

Адаптивные функции пригодности в задаче многокритериальной опти-
мизации. Задача решается в постановке (4). Рассмотрим текущую популяцию 
точек–особей (ТО) ( ) ( ){ }, 1, ,it t i P= ∈ =U u U  где t  — номер поколения. Для 

каждой точки ( ) ( )j t t∈u U  формируем функцию пригодности ( )( )Ф i tu  по 
следующему правилу. 

1. Фиксируем ( ) .j tu  Для каждого ( ) ,i tu  1, ,  i P i j= ≠  проверяем выпол-
нение бинарного отношения предпочтения (9)   ,i jℜu u  т. е. выполнение систе-
мы неравенств (13) в виде 

 ( ) ( )( ) ( )( ), .i j i jd+ − ≤B J u K u u J u 0ε  (20) 

Обозначим jb  — число точек ui (t), для которых выполняется (18). 
2. Вычисляем функцию пригодности в виде 

 ( )( )
( )

1 ,
1

1

j
q

j
t

b t
P

Φ =
 + − 

u  (21) 

где q  — параметр, определенный ранее. 
 Функция пригодности (21) имеет следующие свойства. 
1. Максимальное значение функции пригодности ( )( )Ф i tu =  1 достигает-

ся при ( ) 0.jb t =  Это означает, что решение ( )j tu  является оптимальным по 
отношению предпочтения ℜ  в пределах популяций ТО. 

2. Минимальное значение функции пригодности ( )( ) 1 2j qtΦ =u  достига-

ется при ( ) 1.jb t P= −  В этом случае решение ( )j tu имеет наихудшие свойства в 
пределах популяций ТО.  
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 Содержательный смысл оптимальности решения u∗ по отношению предпо-
чтения ℜ  состоит в следующем. 

1.  Решение u∗ является ε–Ω-оптимальным. 
2.  Требования к чувствительности значений компонентов векторного пока-

зателя эффективности ( )∗J u  удовлетворяются в соответствии с матрицей K. 
Механизмы формирования АФП в задачах многокритериальной оптимиза-

ции в условиях неопределенности, многокритериальной оптимизации в услови-
ях конфликта, МОУКН основаны также на рассмотренных вариационных 
принципах и аналогичны по форме. 

Заключение. Рассмотрены ε–Ω-вариационный и ε–G-вариационный прин-
ципы, в которых сформулированы необходимые условия ε–Ω-оптимальности в 
задаче многокритериальной оптимизации вида (4) и необходимые условия  
ε-равновесия по конусу в бескоалиционной игровой модели оптимизации вида 
(1) соответственно. 

На основе рассмотренных вариационных принципов разработаны методы 
формирования АФП в ГА, обеспечивающих адаптацию ГА по точности реше-
ния, чувствительности, конусу доминирования в многокритериальных игровых 
задачах. 

Применение АФП в эволюционных вычислительных технологиях позволяет 
осуществлять поиск оптимальных решений игровых оптимизационных задач с 
заданными свойствами, а также существенно повысить эффективность вычисле-
ний. 
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