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Введение. Пусть задана линейная многомерная система со многими входами и 
многими выходами (Multi Input Multi Output System, MIMO-система) [1, 2]  
 ( ) ( ) ( )x t x t u t  A B  (1) 
с астатическим законом управления 

 ( ) ( ),u t v t D  (2) 

обеспечивающим управление скоростью перемещения исполнительных орга-
нов. Здесь nx  — вектор состояния системы; ru  — вектор входа системы; 

rv  — вектор внешнего управления;   — множество вещественных чисел. 
 Предполагается, что система (1) с парой матриц ( , )A B  является полностью 

управляемой, а матрица D  — обратимой. 
 Требуется определить управляющую функцию 

 ( ) ( ),v t x t K  (3) 

такую, что замкнутая MIMO-система 

 
( ) ( ) ( );
( ) ( )

x t x t u t
u t x t

 





A B

DK
 (4) 

имеет заданный (устойчивый) характеристический полином 
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 1
1 1 0( ) ... , ,n r n r

n rp p p p  
            (5) 

где   — поле комплексных чисел. 
Обобщение формулы Аккерманна. Для решения поставленной задачи 

применим известную формулу Аккерманна [3], обобщая ее на случай систем  
со многими входами и многими выходами по аналогии, как это сделано в рабо-
тах [4, 5]. Предварительно перепишем систему (1), (2) в следующей блок-
матричной форме: 

 
( ) ( )

( ).( ) ( )
n m

r n r r

x t x t
v tu t u t



 

       
        

       




A B

D

0

0 0
 (6) 

 Нетрудно показать, что при полной управляемости пары матриц ( , )A B  и 
обратимости матрицы D  пара матриц из (6) 

 ,
n r

r n r r



 

   
   
   

A B

D

0

0 0
 (7) 

также является управляемой.  
 Для полной управляемости пары (7) наряду с полной управляемостью пары 

матриц ( , )A B  необходимо и достаточно, чтобы квадратная матрица r rD  
порядка r  имела полный ранг (была обратимой) 

 rank ,rD  (8) 

и выполнялось условие [1] 

  1rank .n n BD ABD A BD  (9) 

 Действительно, согласно критерию управляемости Калмана, имеем 
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 (10) 

  Рассмотрим характеристический полином матрицы  

 .
r n r r 

 
 
 

A B

0 0
 (11) 

В силу структуры матрицы (11) он равен полиному 

  ( ) det ,r
nf     I A  (12) 
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где 

   1
1 1 0det ... .n n

n nf f f
         I A  (13) 

 Введем разбиение матрицы D  следующего вида: 

    1 2 1 ,r r
r rD 
   D d d d d d   (14) 

   ,1 2 1 ,r rD  d d d d d  

и вычислим делитель нуля максимального ранга D  [6]. В таком случае его ранг 
всегда не превосходит 1, т. е. делитель нуля является вектором-строкой. Тогда 
делитель нуля максимального ранга матрицы  

 
n r 

 
 D

0
 (15) 

будет равен 

 
1

.
n n n

n D





 
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I 0

0
 (16) 

 Действительно, вычисляя произведение матриц 
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определяем произведение матриц 
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 (17) 

Следовательно, управляющая функция (3), обеспечивающая замкнутой 
MIMO-системе характеристический полином (5), будет иметь вид 

 т( ) ( ),v t x t
 

    
 

K
k

 (18) 

где 
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        т т т 1
1 2 0 0 1 ;Ck k k  (20) 
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Здесь матрица полного ранга  1 2    и скаляр   являются произволь-
ными величинами, кроме того, величина   не совпадает с каким-либо соб-
ственным числом матрицы 

 .
r n r r 

 
 
 

A B

0 0
 (23) 

 Формулы (18)–(22) представляют собой аналитический закон астатического 
управления — обобщенную формулу Аккерманна для астатического управления. 

Числовой пример. Пусть в уравнениях (1), (2) имеют место матрицы 

 2

0 1 0 0 0
0 0 0 , 1 0 , ,
0 0 0 0 1

   
   

     
   
   

A B D I  (24) 

и пусть требуется обеспечить замкнутой астатическим законом управления си-
стеме характеристический полином вида 

 5 4 3 2( ) 5 10 10 5 1.p              (25) 

Это соответствует случаю, когда все собственные значения матрицы  

 т т
1 21 2

 
      K K

A B

dk dkD D
 (26) 

(полюсы замкнутой системы) равны –1. 
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 Отметим, что все собственные значения матрицы (23) (полюсы исходной си-
стемы) равны 0: 

 5( ) .f     (27) 

При этом их алгебраическая кратность равна 6, а геометрическая — 4, т. е. мат-
рица (11) с матрицей A  из (24) содержит четыре жордановых клетки [7] (одну 
размером 2 2  и четыре размером 1 1 ). 

 Введем следующее разбиение матрицы D  (24): 

  
1 0

.0 1D
 

   
 

D d  (28) 

Тогда делитель нуля LD  можно записать так 

  0 1 ,D   (29) 

при этом матрица (19) будет равна 

    1 2 11 12 11 13 12 14 13 ,        K K K  (30) 

где ,ij    — произвольные элементы с учетом приведенного выше замечания.  
 Для простоты предположим  

  1, 1 1 1 1 ,   (31) 

тогда матрица (30) будет равна 

    1 2 1 0 1 0 1 ,  K K K  (32) 

а вектор (20) — 

    т т т
1 2 15 1 16 25 6 .  k k k  (33) 

 С помощью непосредственных вычислений можно убедиться, что закон 
управления (18) с матрицами (32), (33) 

 T

1 0 1 0 1
( ) ( ) ( )15 1 16 25 6v t x t x t

   
          

K
k

 

 обеспечивает матрице (26) характеристический полином (25). 
 Отметим, что, если в соответствии с постановкой задачи желательно обес-

печить сохранение исходного характеристического полинома системы (27), то в 
таком случае это будут обеспечивать матрица (32) и 

    т т т
1 2 0,5 1 1 1 1 0 ,    k k k  

т. е. 

 т

1 0 1 0 1
( ) ( ) ( ).1 1 1 1 0v t x t x t

   
            

K
k

 



Н.Е. Зубов, Е.А. Микрин, В.Н. Рябченко  

72  ISSN 0236-3933.  Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2017. № 1 

Осуществить численный синтез астатического закона обратной связи 
MIMO-системы можно с помощью элементарной модификации функции acker 
программного продукта Matlab. 

Отметим также, что изменение значений в параметрах (31) будет приводить 
к формированию других астатических законов, которые также обеспечивают 
замкнутой системе полином (25). 
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SYNTHESIS OF ASTATIC LINEAR SYSTEMS CONTROL  
BASED ON GENERALIZED ACKERMANN'S FORMULA 
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Abstract Keywords  
The main purpose of the article was to examine the syn-
thesis of astatic law of linear multiple-input and output 
system control. The synthesis algorithm hinges upon the 
generalized formula of Ackermann's controller for astatic 
control. Generalization is achieved by using an input 
matrix special partition and the use of  matrix zero divi-
sors technique 
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