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В современной теории оптимального управления стохастические
проблемы являются наиболее трудными и их эффективное решение
во многом определяется применением различных методов. Эти про-
блемы имеют теоретический и практический аспекты. Развитие теоре-
тических вопросов стохастической оптимизации происходит на осно-
ве совершенствования методов решения и получения оптимальных
структур, законов управления, а также путем разработки подходов к
синтезу алгоритмов определения оптимального управления стохасти-
ческими динамическими объектами [1–3].
Стохастические задачи в современной теории динамических си-

стем начали разрабатываться недавно. Поэтому эти задачи и их реше-
ния не нашли в литературе достаточного освещения, кроме статей по
отдельным вопросам.
Актуальность исследований в этом направлении обусловливает-

ся необходимостью наиболее точного описания нелинейных систем
управления, учитывающего воздействие на объект управления случай-
ных факторов в предположении неполноты информации о состоянии
объекта. В настоящей статье предлагается алгоритм синтеза закона
оптимального управления стохастическими динамическими объекта-
ми методом аппроксимации Галеркина. Оптимальное управление по-
зволяет установить структуру систем управления и регулирования,
рассчитать оптимальные параметры их динамической настройки, ко-
торые обеспечивают предельно высокие показатели качества при уче-
те реальных ограничений, накладываемых на переменные в условиях
сложного воздействия окружающей среды.
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Рассмотрим задачу синтеза оптимального управления стохастиче-
скими динамическими объектами [4–6].
Задана математическая модель объекта управления – модель нели-

нейной стохастической системы при воздействии на нее случайного
сигнала:

ẋ = f(x) + g(x)u(x) + k(x)w(t);

y = h(x),
(1)

где f(x), g(x), k(x), h(x) — векторы, зависящие от параметров систе-
мы; w(t) — случайный сигнал воздействующий на систему; u(x) —
управление.
Требуется найти управление, доставляющее экстремум:

T∫
0

(‖y(t)‖2 + uT (t)Ru(t)
)
dt � γ2

T∫
0

(
wT (t)Pw(t)

)
dt, (2)

где γ — коэффциент уровня воздействия случайного сигнала на систе-
му; R, P — корреляционные матрицы управления и случайного сигнала.
Начальная функция плотности вероятности состояния W (t, x), ко-

торая фиксирует состояние неопределенности в момент t = 0, счита-
ется известной и равной W (0, x) = W0(x).
Оптимальный закон управления имеет вид

u∗(x) = −1
2
R−1gт(x)

∂V ∗(x)
∂x

, (3)

где V ∗(x)— решение уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана–Айзекса
(ГЯБА) вида

∂V т

∂x
f + hтh+

1

4

∂V т

∂x

(
1

2γ2
kP−1kт − gR−1gт

)
∂V

∂x
= 0. (4)

Перепишем (4) в обобщенном виде

∂V т

∂x
(f + gu+kw) + hтh+ ‖u‖2R − γ2 ‖w‖2P = 0. (5)

Уравнение (5) описывает решение задач синтеза управления как
при полной, так и при ограниченной информации о возмущениях на
систему.
Отметим, что при сведении преобразованных нелинейных урав-

нений в частных производных к линейной задаче значение функции
V ∗(x) для оптимального закона управления может быть получено пу-
тем итерации по начальному значению закона управления u0(x).

Разработка алгоритмов синтеза. Пусть u0(x) — начальное зна-
чение закона управления для динамической системы (1). Найдем ите-
ративное решение уравнения (5).
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Разработка алгоритма аппроксимации. Пусть u0(x), w0,0 = 0,
i = 0, j = 0, тогда

∂V т
i,j

∂x
(f + gui + kwi,j) + hтh+ ‖ui‖2R − γ2 ‖wi,j‖2P = 0;

wi,j+1 = − 1

2γ2
P−1kт

∂Vi,j

∂x
;

ui+1(x) = −1
2
R−1gт(x)

∂Vi,j(x)

∂x
;

j = j + 1, j � N ;

i = i+ 1, i � N (N — число шагов).
Наша задача найти V ∗(x) — решение уравнения (4), чтобы затем

найти закон оптимального управления для модели (1).
Решить эту задачу можно методом последовательного приближе-

ния по алгоритму конечных элементов Гарлекина [3–6].
Метод Галеркина является общим методом решения уравнений с

частными производными и часто используется для решения уравнения
ГЯБА.
Пусть вектор х имеет n компонент в области Ω, V(t, x) и поря-

док M . Тогда при K = Mn функции V (t, x) =
K∑
k=1

ckϕk(x), k = 1,K,

{ϕk(x)}Kk=1 – базисные функции. Определим коэффициенты ck числен-
ным методом.

Из уравнения (5) при V (t, x) =
K∑
k=1

ckϕk(x), k = 1,K, имеем∫
Ω

[(
K∑
k=1

cj
∂ϕтj(x)

∂x

)
(f + gu+kw) + hтh+ ‖u‖2R − γ2 ‖w‖2P

]
ϕl(x)dx = 0;

∫
Ω

[(
N∑
k=1

cтN∇ϕ
(
Nx)

)
(f + gu+kw) + hтh+ ‖u‖2R − γ2 ‖w‖2P

]
ϕl(x)dx = 0;

Cт
N

[∫
Ω∇Φ(Nx) (f + gu+ kw) ΦN(x)dx

]
=

= −
∫
Ω

(
hтh+ ‖u‖2R − γ2 ‖w‖2P

)
ΦN(x)dx;

⎡
⎣∫
Ω

ΦN (f + gu+kw)
т∇ΦтNdx

⎤
⎦CN =

= −
∫
Ω

(
hтh+ ‖u‖2R − γ2 ‖w‖2P

)
ΦNdx;
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(A1 + A2(u) + A3(w))CN = b+1 b
(
2u)− γ2b3(w);

A1 =

∫
Ω

ΦNf
т∇ΦтNdx; (6)

A2(u) =

∫
Ω

ΦNu
тgт∇ΦтNdx; (7)

b1 = −
∫
Ω

ΦNh
тhdx; (8)

b2(u) = −
∫
Ω

ΦN‖u(0)‖2Rdx; (9)

A3(w) =

∫
Ω

ΦNw
тgт∇ΦтNdx; (10)

b3(w) = −
∫
Ω

ΦN‖w‖2Pdx (11)

⇒ CN =
[(

A+1 A
(
2u) + A

(
3w)

)]−1 [
b+1 b

(
2u)− γ2b

(
3w)

]
. (12)

Обозначив A = A1 + A2(u) + A3(w), b = b1 + b2(u) − γ2b3(w),
получим уравнение (12) в виде

CN = A−1b. (13)

Результатом применения алгоритма для получения оценки закона
оптимального управления по целевой функции (заданному критерию)
будет

û(x) = −1
2
R−1gт∇ΦтNCN ,

где CN = (c1 . . . cN)
т, ΦN = (ϕ1 . . . ϕN)

т, ∇ΦN =

(
∂ϕ1

∂x
. . .

∂ϕN

∂x

)т
—

якобиан ΦN . Чтобы найти CN , необходимо применять алгоритм по
шагам.

Шаг 1. Имеем R, P, {ϕi(x)}Ni=1, u0(x), w0 = 0, где u0(x) будет на-
чальным условием устойчивого управления для динамической систе-
мы (1). Определим коэффициенты по формулам (6)–(11) и вычислим
также коэффициенты

Gk =

∫
Ω

ΦN

(
∂ϕk

∂x

)т
gR−1gт∇ΦтNdx;

Kk =

∫
Ω

ΦN

(
∂ϕk

∂x

)т
kP−1kт∇ΦтNdx;

(14)

CN(0) = [A1 + A2(u0)]
−1 [b1 + b2(u0)] . (15)
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Шаг 2. Для i = 0, 1, . . . N получим

A(i) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

A1 + A2(u0), если i = 0;

A1 − 1

2

∞∑
k=1

ci−1,Nk Gk, если i > 0;
(16)

b(i) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

b1 + b2(u0), если i = 0;

b1 − 1

4

∞∑
k=1

ci−1,Nk GkC
i−1,N
k , если i > 0.

(17)

Для j = 0, 1, . . . , N , получим

A =

⎧⎪⎨
⎪⎩

A(i), если j = 0;

A(i) +
1

2γ2

∞∑
k=1

ci,j−1k Kk, если j > 0;
(18)

b =

⎧⎪⎨
⎪⎩

b(i), если j = 0;

b(i) +
1

4γ2

∞∑
k=1

ci,j−1k KkC
i,j−1
N , если j > 0.

(19)

При A(i), b(i), где i — номер шага, получим C
(i,j)
N = A−1b. Для нового

значения величин

wi,j =
1

2γ2
P−1kт∇ΦтNCi,jN

новый закон управления будет иметь вид

u(i+1) = −1
2
R−1gт(x)∇ΦтNC(i,j)

N .

Пример. Для иллюстрации эффективности предлагаемого алго-
ритма рассмотрим численный пример синтеза закона оптимального
управления летательным аппаратом (ЛА) с учетом полной нелиней-
ной динамики.

Модель системы управления ЛА имеет вид [6]

ϑ̈ =My/Iy;

α̇ =
cos2(α)

mU
Fz + ϑ;

δ̈ = −2ςωnδ̇ − ω2n(δ − δc),

(20)

где ϑ — угол тангажа; α — угол атаки; δ — угол отклонения руля; δc —
командный угол отклонения руля высота, U = V cosα — продольная
скорость ЛА.
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Момент тангажа запишем как

M̂y = CmQSd, Cm = a1α3 + a2α |α|+ a3α+ a4δ; (21)

подъемную силу представим в виде

F̂z = CnQS, Cn = b1α3 + b2α |α|+ b3α+ b4δ, (22)

где ai, bi, i = 1, 4, — коэффициенты характеризующие динамику ЛА;
Q = ρV 2/2 — скоростной напор; S — эффективная площадь крыла;
d — диаметр ЛА; Сm, Cn — аэродинамические коэффициенты.
На практике параметры моментов и сил являются неопределенны-

ми величинами из-за трудностей точного моделирования аэродинами-
ческих сил и моментов. Для расчета фактических их значений можно
записать выражения

My = (1 + μ)M̂y, Fz = (1 + ν)F̂z.

Вектор случайного воздействия w = [μ, ν]т при стохастической
неопределенности выступает в качестве изменений параметров в си-
стеме.
С учетом уравнений (21), (22) модель системы (20) принимает вид

ϑ̈ =
CmQSd

Iy
+

CmQSd

Iy
μ;

α̇ =
CnQS cos2 α

mU
+ ϑ̇+

CnQS cos2 α

mU
ν;

δ̈ = −2ςωnδ̇ − ω2n(δ − δc).

(23)

Для системы (23): выход — угол атаки ЛА; управление — угол
отклонения руля δc; ϑ, δ, δc должны быть отличны от нуля.
Летательный аппарат отрабатывает желаемый стационарный угол

атаки αss, значения состояния
[
ϑ̇, α, δ̇, δ

]T
и управление δc будут

найдены из решения нелинейной системы уравнений при условии,
когда производные состояния и выхода равны нулю.

Пусть x = (x1, x2, x3, x4)
т =

(
ϑ̇− ϑ̇ss, α− αss, δ̇ − δ̇ss, δ − δss

)т
,

u = δc − δc,ss, где индексами ss обозначаются установившиеся зна-
чения.
На параметры x1, x3 (◦/c) и x2, x4 (градусы) накладываются следу-

ющие ограничения:

−150 � x1 � 150; −800 � x3 � 800;
−20 � x2, x4 � 20.

Целью управления является обеспечение угла атаки из исходного
значения α→ αd при состоянии системы x→ 0 и управлении u→ 0.
Разработанные алгоритмы обеспечивают достижение цели.
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Функции f(x), g(x), k(x), h(x) определяются непосредственно из
динамической модели системы. В модели, описанной ранее, закон
управления с обратной связью может быть синтезирован на основе
изложенного подхода.
Правильный выбор базисных функций является важной частью в

получении решения задачи разработаным методом. Базисные функции
использовались для определения не только точности приближения Га-
леркина, но и функции состояния, по которой рассчитывается закон
управления. Если базисные функции дают приближенные значения
функции V i,j(t, x) с не достаточной точностью, то алгоритм не бу-
дет сходиться. Для этого использовали следующий набор базисных
функций:

{ϕj}10j=1 =
{
x21, x1x2, x22, x1x3, x2x3, x

2
3 , x1x4, x2x4, x3x4, , x

2
4

}
.

Начальный закон управления был разработан на основе линеари-
зации уравнений движения относительно желаемого угла атаки и со-
отвествующего расположения полюсов. Для этого были использованы
следующие исходные данные:

u0(x) = 0,48x1 − 2,82x2 − 0,732x3 − 3,77x4.

Результаты моделирования структурно-параметрического синтеза:
а — угол атаки; б — угловая скорость тангажа; в — отклонение руля; г — скорость
отклонения руля

36 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2012. № 3



Результаты моделирования алгоритмов структурно-параметричес-
кого синтеза системы управления нелинейным стохастическим ЛА
приведены на рисунке для следующих значений возмущений:

[μ, ν] = [0, 0; 0,25, 0,25; 3, 3; 0,25, 3; 3, 0,25]т .

Во всех случаях заданы нулевые начальные условия, а затем да-
на команда для получения угла атаки в 15◦. Как следует из реакции
системы на различные возмущения, изменения My и Fz влияют на ка-
чество системы. На рисунке видно, что стационарный отклик системы
является наиболее чувствительным к изменениям Fz (изменения в ν),
а вариации в My (изменения в μ) оказывают влияние на устойчивость
и переходный процесс системы.

Выводы. Разработан алгоритм на основе последовательного при-
ближения Галеркина, представлен алгоритм численного решения урав-
нения Гамильтона–Якоби–Беллмана–Айзекса, при использовании ко-
торого решена задача структурно-параметрического синтеза нелиней-
ной стохастической системы управления. Моделирование нелинейной
динамики показало лучшие результаты по сравнению с линейной си-
стемой с обратной связью по состоянию.
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