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При создании широкополосных систем связи можно использовать
диапазон V (50. . . 75 ГГц). Для данного диапазона разработаны про-
стые генераторы на диодах Ганна, подходящие для генерирования
частотно-модулированных сигналов методом прямой частотной мо-
дуляции. При этом для экономии частотного ресурса и достижения
высокой помехоустойчивости системы связи целесообразно использо-
вать модуляцию с непрерывной фазой [1–9]. Недостатком данного ти-
па генераторов является их частотная нестабильность, что приводит к
рассогласованию индексов модуляции генерируемого сигнала и опор-
ного сигнала на приемной стороне. Поэтому важной задачей является
исследование характеристик помехоустойчивости системы связи при
рассогласовании принимаемого сигнала с ожидаемым в индексе моду-
ляции для различных схем обработки сигнала в приемнике. Настоящая
работа посвящена исследованию характеристик помехоустойчивости
системы связи при рассогласовании в индексах модуляции для случая
когерентного приема. При этом когерентная демодуляция осуществля-
ется согласно алгоритму Оcборна–Лунтца [5].

Частотно-модулированный сигнал с непрерывной фазой (ЧМНФ)
[1–9] имеет вид

s (t) =

√
2E

T
cos (2πf0t+ ϕ (t)) ,

где E — энергия сигнала, соответствующего информационному сим-
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волу длительностью T ; f0 — несущая частота сигнала;

ϕ (t) = 2π
n∑

i=0

αiq (t− iT )

— фаза сигнала, h — индекс модуляции, αi — информационные симво-
лы;

q (t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 при t < 0,

t

2T
при 0 ≤ t ≤ T ,

1

2
при t > T

— функция, характеризующая закон изменения фазы.

Принимаемый сигнал имеет вид

u (t) = Qu1 (t) + (1−Q)u2 (t) + n (t) ,

где Q — случайная величина, принимающая значение 1 или 0 с веро-
ятностью 0,5; n (t) — белый гауссов шум;

u1 (t) =

√
2E

T
cos

(
2πf0t+

π (h+Δh) t

T
+ θ

)
— полезный сигнал, соответствующий информационному символу 1;

u2 (t) =

√
2E

T
cos

(
2πf0t− π (h+Δh) t

T
+ θ

)
— полезный сигнал, соответствующий информационному символу 0;

θ =
n−1∑
i=0

αiπ (h+Δh) =
n−1∑
i=0

αiπh+
n−1∑
i=0

αiπΔh = θ0 +Δθ

— начальная фаза сигнала при приеме n-го информационного символа;

θ0 =
n−1∑
i=0

αiπh — ожидаемая начальная фаза; Δθ =
n−1∑
i=0

αiπΔh — до-

бавка к ожидаемой начальной фазе из-за рассогласования в индексах
модуляции.

В модели принимаемого сигнала рассогласование в индексе моду-
ляции определяется постоянной величиной Δh. Это объясняется тем,
что случайное изменение в индексе модуляции генератора из-за ча-
стотной нестабильности — процесс, значительно более медленный,
чем передача информационных символов, поэтому на интервале пе-
редачи пакета информационных символов рассогласование в индексе
модуляции можно считать постоянной величиной.

110 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2012. № 2



Ожидаемые сигналы можно записать так:

s1 (t) =

√
2E

T
cos

(
2πf0t+

πht

T
+ θ0

)
;

s2 (t) =

√
2E

T
cos

(
2πf0t− πht

T
+ θ0

)
.

В общем случае когерентная обработка модулированного сигнала с
непрерывной фазой заключается в нахождении корреляционных инте-
гралов на интервале нескольких информационных символов, начиная
с символа, о котором выносится решение. Интегралы вычисляются для
всех возможных последовательностей информационных символов на
данном интервале [1–7]. Интервал интегрирования зависит от параме-
тров модуляции [1, 6, 7]. Для получения аналитических зависимостей
рассмотрим когерентную обработку, при которой корреляционный ин-
теграл находится только на интервале одного информационного сим-
вола. Такой вид демодуляции снижает помехоустойчивость системы
связи, однако значительно упрощает приемник, что является важным
фактором для систем связи диапазона V, при этом спектральные харак-
теристики сигнала остаются лучшими, чем при использовании обыч-
ной частотной модуляции. Уменьшение помехоустойчивости можно
оценить по известной методике [1, 6, 7].

В рассматриваемом случае решающая статистика имеет вид

q =

T∫
0

u (t) [s1 (t)− s2 (t)]dt.

Случайные величины q |s1 и q |s2 при передаче сигналов s1 (t) и
s2 (t) соответственно распределены по нормальным законам w (q |s1 )
и w (q |s2 ). Математические ожидания величин q |s1 и q |s2 определя-
ются по формуле

M {q |s1,2} ≈ E

[
± cos θ0

[
sin (πΔh)

πΔh
− sin (π (2h+Δh))

π (2h+Δh)

]
+

+ sin θ0

[[
cos (πΔh)− 1

πΔh
− cos (π (2h+Δh))− 1

π (2h+Δh)

]]
, (1)

где знак “+” перед первым слагаемым в квадратной скобке соответ-
ствует q |s1 , а знак “−” соответствует q |s2 . Вывод формулы (1) при-
веден в Приложении к статье.
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Дисперсии случайных величин q |s1 и q |s2 одинаковы и определя-
ются выражением [2]

D {q |s1} = D {q |s2} = EN0

(
1− sin (2πh)

2πh

)
. (2)

Вероятность ошибки при равновероятных информационных сим-
волах [8]

Pош =
1

2

∞∫
0

w (q |s1 )dq + 1
2

0∫
−∞

w (q |s2 )dq =

= 1− 1
2
F

(√
E

N0

M {q |s1}√
D {q |s1}

)
− 1
2
F

(
−
√

E

N0

M {q |s2}√
D {q |s2}

)
, (3)

где F (x) =
1

2
+
1

2
erf

(
x√
2

)
, erf (x) =

2√
π

x∫
0

e−t
2

dt — функция оши-

бок.
Из анализа выражений (1)–(3) следует, что рассогласование в ин-

дексах модуляции приводит к двум факторам, ухудшающим помехо-
устойчивость системы связи:

— рассогласованию в законе изменения фазы на интервале инфор-
мационного символа, о котором необходимо вынести решение, что
отражается наличием величины Δh в выражении (1),

— появлению случайной начальной фазы Δθ в принимаемом сигна-
ле к началу интервала, соответствующего информационному символу,
о котором необходимо вынести решение.

Предположим, что имеется рассогласование в индексах модуляции
между принимаемыми и ожидаемыми сигналами Δh, однако началь-
ная фаза в моменты времени, соответствующие началу обработки ка-
ждого информационного символа,

θ =
n−1∑
i=0

αiπh = θ0

известна.
В этом случае при расчете вероятности ошибки можно использо-

вать нормированное сигнальное расстояние [1]

d =

(
sin (πΔh)

πΔh
− sin (π (2h+Δh))

π (2h+Δh)

)
√
1− sin (2πh)

2πh

.

На рис. 1 приведен график зависимости нормированного сигналь-
ного расстояния d от индекса модуляции для рассматриваемого случая
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Рис. 1. Зависимость сигнального расстояния от индекса модуляции при различ-
ных рассогласованиях в индексе модуляции и известной начальной фазе для
рассматриваемого случая двоичной передачи данных без сглаживания:
1 — Δh = −0,3; 2 — Δh = −0,2; 3 — Δh = −0,1; 4 — Δh = 0; 5 — Δh = 0,1; 6 —
Δh = 0,2; 7 — Δh = 0,3

двоичной передачи данных без сглаживания при рассогласованиях Δh
от – 0,3 до 0,3 с шагом 0,1.

Как следует из рис. 1, нормированное сигнальное расстояние d при
рассогласовании в индексе модуляции и известной начальной фазе
может как уменьшаться, так и увеличиваться.

Поскольку рассогласование в начальной фазе сигнала является слу-
чайной величиной и зависит от передаваемых информационных сим-
волов, для нахождения помехоустойчивости системы связи при рас-
согласовании в индексе модуляции вероятность ошибки необходимо
усреднить по рассогласованию в начальной фазе сигнала. Такое усред-
нение равносильно усреднению по всем возможным последовательно-
стям информационных символов.

Рассогласование в начальной фазе определяется так

Δθ =
n−1∑
i=0

αiπΔh. (4)

Из формулы (4) следует, что рассогласование по начальной фазе
является дискретной случайной величиной. Тогда усредненную по на-
чальной фазе вероятность ошибки можно записать следующим обра-
зом:

Pош

(√
E

N0
,Δh

)
=

nθ∑
i=1

Pош

(√
E

N0
,Δh,Δθi

)
P (Δθi),
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где Pош

(√
E

N0
,Δh,Δθi

)
— вероятность ошибки при рассогласовании

в индексе модуляции для конкретного рассогласования в начальной
фазеΔθi, которая рассчитывается согласно выражению (4); nθ — число
возможных значений рассогласования в начальной фазе сигнала.

Для определения вероятностей P (Δθi) необходимо учесть, что за-
кон изменения Δθ для конкретного вида модуляции подобен фазовому
дереву [1]. Рассматривая конкретное фазовое дерево, можно опреде-
лить вероятность данного рассогласования в начальной фазе сигнала
как

P (Δθi) =
Nc

Na

,

где Nc — число возможных фазовых путей, проходящих через данный
узел фазового дерева; Na — суммарное число путей в данном дереве.

Для рассматриваемого вида двоичной модуляции без сглаживания
фазовое дерево для трех первых информационных символов приве-
дено на рис. 2. Рядом с каждым узлом указано число фазовых путей,
проходящих через данный узел Na. Общее число путей в случае трех
первых информационных символов Nc = 2

3 = 8.
Как следует из рис. 2, число возможных рассогласований в на-

чальной фазе от ожидаемых величин и их значения зависят от но-
мера демодулируемого символа, а также от рассогласования в ин-
дексах модуляции между принимаемым и ожидаемым сигналами.
При этом число возможных рассогласований по начальной фазе

Рис. 2. Фазовое дерево для двоичной
фазовой модуляции с непрерывной
фазой без сглаживания

возрастает с увеличением номера
демодулируемого символа.

Таким образом, вероятность
ошибки будет зависеть от номера
демодулированного символа отно-
сительно первого символа в пакете.
На рис. 3 приведены теоретические
зависимости вероятности ошибки,
усредненной по начальной фазе, от
отношения энергии сигнала к спек-
тральной плотности мощности шу-
ма для 1-, 2-, 3-, 4- и 5-го символов
от начала приема при h = 0,5 и
Δh = 0,1. Также на рис. 3 приведе-
на зависимость вероятности ошиб-
ки от отношения энергии сигнала к
спектральной плотности мощности
шума в случае отсутствия рассогла-
сования в индексе модуляции. Как
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Рис. 3. Зависимости вероятности ошибки, усредненной по начальной фазе, от
отношения энергии сигнала к спектральной плотности мощности шума в де-
цибелах при h = 0, 5h = 0, 5h = 0, 5 и Δh = 0, 1Δh = 0, 1Δh = 0, 1 для 1-, 2-, 3-, 4- и 5-го символов:
1 — Δh = 0; 2 — 1-й символ; 3 — 2-й символ; 4 — 3-й символ; 5 — 4-й символ; 6 —
5-ый символ

видно на рисунке, при приеме первого символа помехоустойчивость
системы связи лучше, чем в случае отсутствия рассогласования в ин-
дексах модуляции. Так, при вероятности ошибки 10−3 энергетический
выигрыш в случае с рассогласованием при приеме первого симво-
ла составляет чуть больше 1 дБ. Это соответствует данным рис. 1,
где случаю с рассогласованием в индексах модуляции соответствует
точка B, а случаю без рассогласования — точка А. Такая ситуация
возможна, поскольку для первого символа отсутствует рассогласова-
ние по начальной фазе. При приеме 2-, 3-, 4- и 5-го информационных
символов помехоустойчивость системы связи хуже, чем в случае без
рассогласования в индексах модуляции. При приеме второго символа
энергетический проигрыш по сравнению со случаем отсутствия рас-
согласования небольшой — менее 1 дБ, но уже при приеме третьего
символа энергетический проигрыш больше, чем 8 дБ.

Поскольку вероятность ошибки при рассогласовании в индексах
модуляции повышается с номером демодулируемого информационно-
го символа, отсчитываемого от начала пакета, интерес представля-
ет вероятность ошибки, усредненная по длине всего принимаемого
пакета:

Pош

(√
E

N0
,Δh,N

)
=
1

N

N−1∑
i=0

Pошi

(√
E

N0
,Δh

)
.
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Рис. 4. Зависимости вероятности ошибки от отношения энергии сигнала к спек-
тральной плотности мощности шума в децибелах, усредненные по длине при-
нимаемого пакета из N информационных символов:
1 — Δh = 0; 2 — N = 2; 3 — N = 3; 4 — N = 4; 5 — N = 5; 6 — N = 6

Такие усредненные характеристики позволяют определить ограни-
чения на длительность передаваемой последовательности данных при
определенном рассогласовании в индексах модуляции.

На рис. 4 приведены зависимости вероятности ошибки от отно-
шения энергии сигнала к спектральной плотности мощности шума,
усредненные по длине принимаемого пакета информационных симво-
лов для длин пакета 2–6 информационных символов при h = 0,5 и
Δh = 0,1. Также на рис. 4 приведена зависимость вероятности ошиб-
ки от отношения энергии сигнала к спектральной плотности мощно-
сти в случае отсутствия рассогласования в индексах модуляции. Как
следует из рис. 4, при фиксированном рассогласовании в индексах мо-
дуляции при увеличении длины принимаемого пакета средняя вероят-
ность ошибки возрастает. Причем снижение помехоустойчивости из-
за рассогласования в индексах модуляции может быть значительным.
Так, энергетический проигрыш уже при приеме двух информационных
символов по сравнению со случаем отсутствия рассогласования в ин-
дексах модуляции при вероятности ошибки 10−3 составляет примерно
4 дБ. При приеме шести символов для отношения энергии сигнала
к спектральной плотности мощности шума 9 дБ вероятность ошибки
примерно равна 0,02 и практически не меняется при дальнейшем уве-
личении отношения энергии сигнала к спектральной мощности шума.

Описанная методика вычисления может быть применена к более
общему случаю, когда для улучшения спектральных свойств сигнала
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Рис. 5. Зависимости вероятности ошибки от отношения энергии сигнала к спек-
тральной плотности мощности шума в децибелах, усредненные по длине при-
нимаемого пакета из N информационных символов при использовании сгла-
живающего фильтра типа “приподнятый косинус”:
1 — Δh = 0; 2 — N = 2; 3 — N = 3; 4 — N = 4; 5 — N = 5; 6 — N = 6

применяются сглаживающие фильтры. В этом случае необходимо чи-
сленно рассчитать условные математические ожидания и дисперсию
решающей статистики. На рис. 5 приведены характеристики, анало-
гичные изображенным на рис. 4, для случая применения сглаживаю-
щего фильтра типа “приподнятый косинус”, при использовании кото-
рого [1]

q (t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 при t < 0;

t

2T

(
t− t

2π
sin

(
2πt

T

))
при 0 ≤ t ≤ T ;

1

2
при t > T.

Для проверки теоретических зависимостей была разработана мо-
дель линии связи в среде имитационного моделирования Simulink.
Внешний вид модели показан на рис. 6.

В состав имитационной модели входят следующие блоки: 1 — ис-
точник информации, 2 — модулятор сигнала с непрерывной фазой, 3 —
блок переноса частоты, 4 — блок моделирования среды распростране-
ния сигнала, 5 — блок фазовой синхронизации, 6 — блок тактовой
синхронизации, 7 — блоки корреляторов, 8 — решающее устройство,
9 — блок расчета вероятности ошибки, 10 — отображение вероятности
ошибки.
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Рис. 6. Имитационная модель линии связи с модуляцией с непрерывной фазой
при рассогласовании в индексах модуляции

Результаты моделирования, а также кривая, построенная по теоре-
тическим зависимостям, приведены на рис. 7, из которого следует, что
результаты моделирования подтверждают теоретические зависимости.

Таким образом, в работе приведены формулы и графические зави-
симости вероятности ошибки от рассогласования в индексах модуля-
ции между принятым и опорным сигналами для простейшего случая
модулированного сигнала с непрерывной фазой (двоичная передача
данных без сглаживания). Указанные графические зависимости пока-

Рис. 7. Зависимости вероятности ошибки от отношения энергии сигнала к спек-
тральной плотности мощности шума в децибелах при h = 0, 5h = 0, 5h = 0, 5,Δh = 0, 1Δh = 0, 1Δh = 0, 1,N = 3N = 3N = 3
для двоичной передачи данных без сглаживания:
1 — теоретическая кривая; 2 — результаты моделирования
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зывают, что даже при небольших рассогласованиях в индексах модуля-
ции помехоустойчивость системы связи при когерентной демодуляции
сильно снижается. При этом помехоустойчивость зависит от длины па-
кета символов, демодулируемых когерентно. Как показано на рис. 4,
для h = 0,5 и Δh = 0,1 уже при приеме пакета из шести символов
нельзя получить среднюю вероятность ошибки менее чем 0,02. Приве-
денные формулы позволяют рассчитать ограничения на длину пакета
информационных символов, которые целесообразно обрабатывать ко-
герентно при наличии рассогласования в индексах модуляции. Приве-
денные зависимости можно использовать для сравнения когерентного
метода приема с некогерентным в целях принятия решения о выборе
целесообразного метода демодуляции при наличии рассогласования в
индексах модуляции.
Приложение. Вычисление M {q |s1,2}.
Общее выражение для вычисления условных математических ожи-

даний M {q |s1} и M {q |s2} записывается так:

M {q |s1,2} =
T∫
0

M {u (t) |s1,2} [s1 (t)− s2 (t)]dt.

Для вычисления условного математического ожидания M {q |s1}
это выражение перепишем следующим образом:

M {q |s1} = 2E
T

T∫
0

cos

(
2πf0t+

π (h+Δh) t

T
+ θ0

)
×

×
[
cos

(
2πf0t+

πht

T

)
− cos
(
2πf0t− πht

T

)]
dt.

После раскрытия скобок под интегралом и тригонометрических
преобразований получаем, что

M {q |s1} =

=
E

T

T∫
0

[
cos

(
4πf0t+

π (2h+Δh) t

T
+ θ0

)
+ cos

(
πΔht

T
+ θ0

)]
dt−

− E

T

T∫
0

[
cos

(
4πf0t+

πΔht

T
+ θ0

)
+ cos

(
π (2h+Δh) t

T
+ θ0

)]
dt.

Далее пренебрегаем слагаемыми под интегралом, содержащими
4πf0t. После интегрирования имеем
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M {q |s1} ≈

≈ E

T

[
T

πΔh
sin

(
πΔht

T
+θ0

)∣∣∣∣
T

0

− T

π (2h+Δh)
sin

(
π (2h+Δh) t

T
+θ0

)∣∣∣∣
T

0

]
.

Подставив пределы интегрирования, получим

M {q |s1} ≈
≈ E

[
sin (πΔh+ θ0)− sin θ0

πΔh
− sin (π (2h+Δh) + θ0)− sin θ0

π (2h+Δh)

]
.

После тригонометрических преобразований и перегруппировки
слагаемых

M {q |s1} ≈ E cos θ0

(
sin (πΔh)

πΔh
− sin (π (2h+Δh))

π (2h+Δh)

)
+

+ E sin θ0

(
cos (πΔh)− 1

πΔh
− cos (π (2h+Δh))− 1

π (2h+Δh)

)
.

Выполнив аналогичную последовательность действий, получим
M {q |s2}. Объединив результаты вычислений M {q |s1} и M {q |s2},
окончательно получим

M {q |s1,2} ≈ E

[
± cos θ0

[
sin (πΔh)

πΔh
− sin (π (2h+Δh))

π (2h+Δh)

]
+

+ sin θ0

[[
cos (πΔh)− 1

πΔh
− cos (π (2h+Δh))− 1

π (2h+Δh)

]]
.
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