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Знание уравнений динамики манипуляционных роботов необхо-
димо как для применения современных моментных способов упра-
вления, так и для моделирования его движений. Описание динамики
с помощью обычных1 инерционных параметров оказывается неодно-
значным: одному и тому же уравнению движения соответствует беско-
нечное число наборов значений таких параметров. Это приводит к по-
явлению избыточных вычислительных операций при решении прямой
и обратной задач динамики, а также не позволяет экспериментально
осуществить параметрическую идентификацию уравнений движения.

Управление, а зачастую и моделирование, является задачей реаль-
ного времени, т.е. необходимо выполнять достаточно непростые расче-
ты десятки, а то и сотни раз в секунду. Использование менее мощных
вычислительных устройств, способных выполнить те же расчеты за
требуемое время, позволит упростить и удешевить систему. Также су-
ществуют задачи, при решении которых не обойтись без идентифика-
ции. Вот лишь некоторые из них: создание программных имитаторов
существующих манипуляторов2 [1], разработка новых систем упра-
вления для старых роботов, моментное управление манипулятором с
адаптацией его динамической модели.

1Имеются в виду 10 независимых параметров для каждого звена: масса, коорди-
наты центра масс и осевые и центробежные моменты инерции. В дальнейшем будем
называть их элементарными инерционными параметрами.

2Такие системы могут применяться, например, для тестирования системы упра-
вления роботом или для обучения операторов.
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Для разрешения неоднозначности вводится множество базовых
инерционных параметров, которое представляет собой наименьший
набор параметров, определяющих уравнения динамики и соответству-
ющих им взаимно-однозначно3, и в дальнейшем используется запись
этих уравнений в терминах именно базовых параметров. Отдельной
и весьма непростой задачей является поиск такого множества пара-
метров и их выражение через обычные инерционные параметры, а
также запись уравнений движения с помощью базовых инерционных
параметров. Этим вопросам посвящено немало работ, например [2–5].
Автором был предложен альтернативный подход к решению задачи
поиска базовых инерционных параметров [6], имеющий ряд преиму-
ществ по сравнению с методами, описанными в указанных работах.

В [6] рассмотрены лишь теоретические аспекты предложенного
метода. Настоящая статья посвящена вопросам его реализации, эф-
фективной с точки зрения вычислений.
Поиск базовых инерционных параметров методом проекций.

Напомним, что кинетическая и потенциальная энергия N -звенного
манипулятора линейны относительно инерционных параметров4:

K =
10N∑
i=1

∂K

∂pi
pi Π =

10N∑
i=1

∂Π

∂pi
pi,

где N — число звеньев манипулятора; pi — некоторый инерционный
параметр. В дальнейшем, если некоторая функция f (не обязатель-
но скалярная) линейно зависит от ряда параметров pi (i = 1, . . . , n),
то частные производные вида ∂f/∂pi будем называть коэффициента-
ми влияния соответствующего параметра на эту функцию. Уравнение
динамики манипулятора может быть записано с помощью уравнений
Лагранжа 2-го рода [

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q

]т
= Q,

где q и q̇ — векторы обобщенных координат и скоростей, Q — вектор
обобщенных сил; L = K−Π — функция Лагранжа. Обозначим вектор-
строку, составленную из коэффициентов влияния элементарных инер-
ционных параметров на функцию Лагранжа, как wL, а вектор-столбец,
состоящий из самих этих параметров, как p. Тогда уравнение движе-
ния примет следующий вид:[

d

dt

(
∂wL

∂q̇

)
− ∂wL

∂q

]
p = Q.

3При неизменных кинематических параметрах.
4Подробно материал данного параграфа изложен в [6].
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Выражение в квадратных скобках представляет собой матрицу раз-
мера N × 10N , элементы которой зависят от обобщенных координат,
скоростей и ускорений. Обозначим ее W. Можно показать, что ко-
эффициенты влияния на функцию Лагранжа являются векторами в
бесконечномерном линейном пространстве функций q и q̇. Однако
эти векторы оказываются линейно зависимыми [4], а следовательно,
линейно зависимыми будут и столбцы матрицы W, являющиеся по
сути коэффициентами влияния на левую часть уравнения движения.
Последнее и приводит к проблеме неоднозначности.

Отметим, что система векторов wL задает некоторое конечно-
мерное подпространство бесконечно-мерного пространства функций.
Очевидно, что функция Лагранжа L принадлежит этому подпростран-
ству. Пусть имеется вектор-строка w̃L размерностью 1× r (r < 10N),
элементы которой являются линейно независимыми векторами упомя-
нутого бесконечно-мерного пространства такими, что образуют базис
L{wL}. Тогда базовые инерционные параметры можно определить
как коэффициенты разложения вектора L по этому базису. Обозначая
вектор, составленный из них, как p̃, можно записать L = w̃Lp̃. Вме-
сте с тем L = wLp. Пусть Y — матрица размера r × 10N координат
векторов wL в базисе w̃L, т.е. wL = w̃LY. Из условия инвариантности
функции Лагранжа (а следовательно, и уравнения движения) следует,
что справедливо следующее равенство p̃ = Yp. Таким образом, чи-
сло базовых инерционных параметров равно рангу системы векторов
wL, а их выражение через элементарные инерционные параметры
определяется матрицей Y.

Отметим, что помимо свойства линейности, позволяющего полу-
чать оценку инерционных параметров как решение системы линейных
алгебраических уравнений, кинетическая и потенциальная энергия ма-
нипулятора имеют особую структуру, которая может быть отражена в
виде следующей теоремы.
Теорема (о базисном множестве). Система векторов wL принад-

лежит конечномерному линейному пространству размерности (N2 +
+ N) · 5ν · 3N−ν/2 + 3ν · 2N−ν , задаваемому следующим множеством
базисных векторов:

β = ((Q12 ∪Q21) ∗ Y1 ∗ . . . ∗ YN) ∪ (X1 ∗ . . . ∗XN),

где Q12= {q̇2i /2, i=1 . . . N}, Q21= {q̇iq̇j, i=2, . . . , N, j = 1, . . . , i− 1},
Yi =

{
{1, cos qi, sin qi, cos 2qi, sin 2qi}, вращ.;

{1, qi, q2i }, поступ.;

Xi =

{
{1, cos qi, sin qi}, вращ.;

{1, qi}, поступ.,
i = 1 . . . N , а ν — число вращательных звеньев.
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Под операцией “*” понимается следующее: если A = {ai, i =
= 1, . . . , n} и B = {bj, j = 1, . . . ,m}, то A ∗ B = {aibj , i = 1, . . . , n,
j = 1, . . . ,m}.

Благодаря этой теореме базовые инерционные параметры могут
быть найдены с помощью следующего простого алгоритма:
• поиск матрицы координат Z векторов системы wL в конечно-
мерном пространстве L{β};

• поиск базисных столбцов этой матрицы с помощью приведения
ее к ступенчатому виду;

• составление матрицы координат Z̃ базисной системы векторов
w̃L из базисных столбцов исходной матрицы координат Z;

• вычисление матрицы Y по формуле Y = Z̃+Z, где операция «+»
означает псевдообращение.

Последнее соотношение следует из условия инвариатности функ-
ции Лагранжа. Пусть b — вектор-строка, составленная из элементов
множества β так, чтобы wL = bZ и w̃L = bZ̃. Тогда справедливо
равенство Zp = Z̃p̃, которое можно интерпретировать как неодно-
родную систему линейных алгебраических уравнений относительно
p̃. Нетрудно заметить, что основная матрица этой системы Z̃ имеет
максимальный ранг, поэтому неизвестные определяются единствен-
ным образом по формуле p̃ = Z̃+Zp. Сравнивая с p̃ = Yp, получаем
искомое соотношение.

Изначально предполагалась прямая реализация предложенного ал-
горитма в части нахождения координат векторов wi

L (i = 1 . . . 10N):
• получение выражений для кинетической и потенциальной энер-
гии механизма с помощью какой-либо библиотеки компьютер-
ной алгебры;

• раскрытие скобок, упрощение и приведение подобных слагае-
мых в этих выражениях (расширение выражения);

• экспорт в строковое представление и их лексический и синтак-
сический анализ, например, с помощью механизма регулярных
выражений.

Однако при разработке программы в соответствии с этим подхо-
дом выяснилось, что операция расширения для указанных выраже-
ний занимает довольно длительное время. Причем при использовании
различных библиотек компьтерной алгебры результат оказывается схо-
жим. Поэтому возникает необходимость в другой, более эффективной,
реализации процедуры поиска проекций. Такую процедуру можно по-
строить, вычисляя проекции рекурсивно.
Рекурсивное вычисление проекций. Из кинематики манипулято-

ров известно, что матрица перехода от системы координат k-го звена к
системе координат (k− 1)-го звена, если они построены по алгоритму
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Денавита–Хартенберга5, имеет вид

Ak =

⎡
⎢⎢⎣
cos qk − sin qk cosαk sin qk sinαk ak cos qk
sin qk cos qk cosαk − cos qk sinαk ak sin qk
0 sinαk cosαk dk
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ ,

где qk, αk, ak, dk называются параметрами Денавита–Хартенберга и
полностью определяют кинематику механизма. Параметры qk или dk
являются обобщенными координатами k-го звена в случае вращатель-
ного или поступательного сочленений соответственно. Тогда матри-
ца перехода Ak для вращательного звена может быть представлена
в виде6

Arot
k =

⎡
⎢⎢⎣
0 0 0 0
0 0 0 0
0 sαk cαk dk
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ · 1+

+

⎡
⎢⎢⎣
1 0 0 ak
0 cαk −sαk 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦ · cqk +

⎡
⎢⎢⎣
0 −cαk sαk 0
1 0 0 ak
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦ · sqk ,

а для поступательного как

Atr
k =

⎡
⎢⎢⎣

cqk −sqkcαk sqksαk akcqk
sqk cqkcαk −cqksαk aksqk
0 sαk cαk 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ · 1 +

⎡
⎢⎢⎣
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦ · dk.

Отметим, что в этих представлениях матрицы, на которые умножа-
ются скалярные коэффициенты, являются постоянными, т.е. не зависят
от обобщенных координат. Тогда для любого типа сочленения матрица
перехода Ak может быть представлена в виде

Ak =

mk∑
l=1

Ãl
kx

l
k, (1)

где xlk ∈ Xk,mk = |Xk|,Xk = {1, cos qk, sin qk} в случае вращательного
звена и Xk = {1, dk} в случае поступательного звена, а Ãl

k — матрицы
при соответствующих xlk. Скалярные коэффициенты xlk в выражении
(1) можно рассматривать как векторы в линейном пространстве не-

5Подробнее о кинематическом описании манипуляционных роботов с помощью
однородных координат см. [7].

6Буквами c и s для краткости обозначены функции cos и sin. Нижний индекс
является их аргументом.
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прерывных функций, определенных на R. Очевидно, что эти векторы
линейно независимы и образуют базис подпространства L{Xk}.

Матрица перехода от системы координат k-го звена к абсолютной
системе координат определяется соотношением Tk = A1 . . . Ak. С уче-
том выражения (1) это соотношение запишется в виде

Tk =

(
m1∑
l1=1

Ãl1
1 x

l1
1

)
. . .

(
mk∑
li=1

Ãlk
k x

lk
k

)
.

Раскрывая скобки, получаем

Tk =

m1∑
l1=1

. . .

mk∑
lk=1

(
Ãl1
1 . . . Ã

lk
k

)
xlkk . . . xl11 .

Обозначим выражение в круглых скобках как T̃ l1...lk
k . Тогда имеем

Tk =

m1∑
l1=1

. . .

mk∑
lk=1

T̃ l1...lk
k xlkk . . . xl11 . (2)

Из определения матрицы перехода Tk следует, что имеет место рекур-
рентное соотношение Tk = Tk−1Ak. Тогда с учетом выражений (1) и
(2) это соотношение запишется в виде

Tk =

⎛
⎝ m1∑

l1=1

. . .

mk−1∑
lk−1=1

T̃
l1...lk−1
k−1 x

lk−1
k−1 . . . x

l1
1

⎞
⎠( mk∑

lk=1

Ãlk
k x

lk
k

)
.

Раскрыв скобки, получим

Tk =

m1∑
l1=1

. . .

mk−1∑
lk−1=1

mk∑
lk=1

(
T̃

l1...lk−1
k−1 Ãlk

k

)
xlkk x

lk−1
k−1 . . . x

l1
1 .

Сравнивая полученное выражение с (2), можно заметить, что

T̃
l1...lk−1lk
k = T̃

l1...lk−1
k−1 Ãlk

k , k = 1, . . . , N. (3)

Для инициализации рекурсивной процедуры необходимо принять
T̃0 = E.

Теперь запишем выражение для коэффициента влияния l-го инер-
ционного параметра k-го звена на потенциальную энергию механиз-
ма. Напомним, что рассматривается только потенциальная энергия сил
веса [6]

Π = − [gт 0]
N∑
k=1

TkHk

[
0 0 0 1

]т
.

Здесь Hk — матрица инерции k-го звена манипулятора7, а g — вектор
ускорения свободного падения.

7Подробнее об описании инерционных свойств звеньев манипуляторов см. [7].
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Учитывая соотношение (2), имеем

∂Π

∂plk
= −

m1∑
l1=1

. . .

mk∑
lk=1

(
[gт 0] T̃ l1...lk

k DH l
k

[
0 0 0 1

]т)
xlkk . . . xl11 , (4)

где plk — l-й элементарный инерционный параметр k-го звена мани-
пулятора; DH l

k = ∂Hk/∂p
l
k. Очевидно, что DH l

i = DH l
j ∀i, j ∈ N ,

поэтому в дальнейшем будем опускать индекс звена. Обозначая вы-
ражение в круглых скобках как DP l1...lk

10(k−1)+l, а также имея ввиду, что
x1i = 1 (i = 1, . . . , N), получаем

∂Π

∂plk
= −

m1∑
l1=1

. . .

mk∑
lk=1

DP l1...lk
10(k−1)+lx

l1
1 . . . x

lk
k x
1
k+1 . . . x

1
N .

Таким образом, величина DP l1...lk
10(k−1)+l есть проекция на соответству-

ющий базисный вектор коэффициента влияния (10(k − 1) + l)-го эле-
ментарного инерционного параметра на потенциальную энергию ме-
ханизма.

Из динамики манипуляторов известно, что кинетическая энергия
является квадратичной формой относительно обобщенных скоростей,
коэффициенты которой определяются выражениями [7]

aij =
N∑

k=max(i,j)

tr
(
U т
kjUkiHk

)
, i, j = 1, . . . , N,

где величины Uki являются частными производными вида ∂Tk/∂qi.
Поскольку матрица квадратичной формы является симметрической, ее
элементы aij и aji равны. Тогда можно вычислить только коэффици-
енты aij , лежащие на главной диагонали и ниже нее (т.е. с индексами
i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , i). С учетом сказанного кинетическая энергия
механизма может быть записана в виде

K =
1

2

N∑
i=1

aiiq̇
2
i +

N∑
i=2

i−1∑
j=1

aij q̇iq̇j, (5)

причем

aij =
N∑
k=i

tr
(
U т
kjUkiHk

)
, i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , i. (6)

Рассмотрим величины Uki = ∂Tk/∂qi. Поскольку Tk = A1 . . . Ak и
Ai = Ai(qi), то справедливо следующее:

Uki =

{
0, k < i;
A1 . . . ∂Ai/∂qi . . . Ak, k ≥ i.
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Из кинематики известно, что ∂Ai/∂qi = DiAi [7], где

Di=

{
Drot, σi = 1,
Dtr, σi = 0,

Drot=

⎡
⎢⎢⎣
0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦, Dtr=

⎡
⎢⎢⎣
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦.

Значение σi определяет тип сочленения между i-м и (i−1)-м звеньями:
единица соответствует вращательной паре, нуль — поступательной.
Тогда с учетом (1) имеем

∂Ai

∂qi
=

mi∑
li=1

(
DiÃ

li
i

)
xlii .

Подставляя это соотношение в выражение для Uki и раскрывая скобки,
получаем:

Uki =

m1∑
l1=1

. . .

mk∑
lk=1

(
Ãl1
1 . . . DiÃ

li
i . . . Ã

lk
k

)
xlkk , . . . , x

l1
1 .

Обозначим выражение в круглых скобках как Ũ l1...lk
ki . Тогда последнее

соотношение запишется в виде

Uki =

m1∑
l1=1

. . .

mk∑
lk=1

Ũ l1...lk
ki xlkk . . . xl11 . (7)

С учетом того, что Tk = Tk−1(q1, . . . , qk−1)Ak(qk), справедливы ре-
куррентные соотношения

Uki =

{
Uk−1,iAk, i < k;
Tk−1DkAk, i = k.

(8)

Действуя аналогично процедуре вывода соотношений (3), получаем

Ũ l1...lk
ki = Ũ

l1...lk−1
k−1,i Ãlk

k , i < k, (9a)

Ũ l1...lk
kk = T̃

l1...lk−1
k−1 DkÃ

lk
k , i = k. (9б)

Рассмотрим теперь матричное произведение U т
kjUki. Воспользовав-

шись равенством (7), будем иметь

U т
kjUki=

⎛
⎝ m1∑

l′1=1

. . .

mk∑
l′k=1

Ũ
l′1,...,l′k
kj x

l′k
k , . . . , x

l′1
1

⎞
⎠
т(

m1∑
l1=1

. . .

mk∑
lk=1

Ũ l1...lk
ki xlkk , . . . , x

l1
1

)
.

Раскрыв скобки, получим

UT
kjUki =

m1∑
l′1=1

m1∑
l1=1

. . .

mk∑
l′k=1

mk∑
lk=1

[(
Ũ

l′1...l′k
kj

)т
Ũ l1...lk
ki

]
x
l′k
k x

lk
k , . . . , x

l′1
1 x

l1
1 . (10)
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Можно видеть, что система векторов X2k = {xik · xjk : xik, xjk ∈ Xk,
i, j = 1, . . . ,mk} линейно зависима. Действительно, хотя бы ввиду
коммутативности рассматриваемой операции умножения множество
X2k будет содержать одинаковые элементы, что неизбежно ведет к ли-
нейной зависимости. Пусть система векторов Yk образует базис про-
странства L{X2k}. Тогда векторы этого пространства могут быть пред-
ставлены в виде линейной комбинации базисных векторов yk ∈ Yk,
т.е.

mk∑
l′=1

mk∑
l=1

(αl′βl)x
l′
kx

l
k =

rk∑
m=1

γmy
m
k , (11)

где rk = |Yk|. Легко показать, что в качестве базисного множества
пространства L{X2k} может использоваться Yk = {1, cos qk, sin qk,
cos 2qk, sin 2qk} в случае вращательного звена и Yk = {1, dk, d2k} в
случае поступательного звена.

Найдем, как выражаются координаты γm произвольного вектора
пространства L{X2k} в базисе Yk через коэффициенты αl′ и βl. Выпол-
няя суммирование, подставляя вместо xlk, x

l′
k и ymk соответствующие

элементы Xk и Yk и приводя подобные слагаемые, получаем следую-
щие соотношения:

γ1 = α1β1 +
1

2
α2β2 +

1

2
α3β3;

γ2 = α1β2 + α2β1;

γ3 = α1β3 + α3β1;

γ4 =
1

2
α2β2 − 1

2
α3β3;

γ5 =
1

2
α2β3 +

1

2
α3β2

(12a)

— для вращательного сочленения;

γ1 = α1β1;

γ2 = α1β2 + α2β1;

γ3 = α2β2

(12б)

— для поступательного сочленения.
Замечание. Выражения базисных векторов bi могут быть исполь-

зованы в расчетах левой части уравнения движения при решении
обратной задачи динамики или энергии манипулятора при идентифи-
кации инерционных параметров. Поэтому в качестве базисного мно-
жества для вращательных звеньев лучше использовать

Yk =
{
1, cos qk, sin qk, cos

2 qk, sin qk cos qk
}
.
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Это связано с тем, что с точки зрения быстродействия эффектив-
нее перемножить уже вычисленные значения синуса и косинуса, не-
жели заново вычислять эти функции от двойного аргумента. В этом
случае коэффициенты преобразования (11) будут вычисляться следу-
ющим образом:

γ1 = α1β1 + α3β3;

γ2 = α1β2 + α2β1;

γ3 = α1β3 + α3β1;

γ4 = α2β2 − α3β3;

γ5 = α2β3 + α3β2.

Можно показать, что подобные правила справедливы и в случае
матричных коэффициентов:

mk∑
l′=1

mk∑
l=1

(Al′CBl)x
l′
kx

l
k =

rk∑
m=1

Gmy
l
k. (13)

В этом случае слагаемые вида αl′βl необходимо заменить на Al′CBl.
Также следует помнить о некоммутативности матричного умножения.

Применяя преобразование (13) в равенстве (10) последовательно k
раз, получаем

U т
kjUki =

r1∑
l1=1

. . .

rk∑
lk=1

Û l1...lk
kji ylkk . . . yl11 . (14)

Замечание. Приведение равенства (10) к форме (14) необходимо
для соответствия теореме о базисном множестве, ведь исходное пред-
ставление не является линейной комбинацией линейно независимых
векторов.

В соответствии с соотношением (5) выражение для коэффициен-
та влияния l-го инерционного параметра k-го звена на кинетическую
энергию механизма, очевидно, имеет вид

∂K

∂plk
=
1

2

N∑
i=1

∂aii

∂plk
q̇2i +

N∑
i=2

i−1∑
j=1

∂aij

∂plk
q̇iq̇j.

Введем множество V = Q12∪Q21. Нетрудно заметить, что |V | = N(N+
+ 1)/2. Вместе с тем V = {vi}. Пусть множество V упорядочено так,
что если k = i(i − 1)/2 + j, то vk = q̇2i /2 при j = i и vk = q̇iq̇j при
j �= i. Тогда

∂K

∂plk
=

N∑
i=1

i∑
j=1

∂aij

∂plk
vi(i−1)/2+j.

Проанализировав (6), можно сделать вывод о том, что ∂aij/∂p
l
k = 0
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при k < i. Учитывая выражение (14) и принимая во внимание, что
y1i = 1 (i = 1, . . . , N), при k = i, . . . , N будем иметь

∂aij

∂plk
=

r1∑
l1=1

. . .

rk∑
lk=1

tr
(
Û l1...lk
kji DH l

)
yl11 . . . y

lk
k y
1
k+1 . . . y

1
N .

Обозначая след матричного выражения в круглых скобках как
DK ijl1...lk

10(k−1)+l, окончательно получаем

∂K

∂plk
=

N∑
i=1

i∑
j=1

r1∑
l1=1

. . .

rk∑
lk=1

DK ijl1...lk
10(k−1)+ly

l1
1 . . . y

lk
k y
1
k+1 . . . y

1
Nv

i(i−1)/2+j.

Таким образом, величина DK ijl1...lk
10(k−1)+l является проекцией на соот-

ветствующий базисный вектор коэффициента влияния (10(k− 1)+ l)-
го элементарного инерционного параметра на кинетическую энергию
манипулятора.

Замечание. В дальнейшем для единообразия будем полагать, что
индекс ijl1 . . . lN полностью определяет любой базисный вектор из
множества β. Причем при i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , i этот индекс задает
вектор vl0yl11 , . . . , y

lN
N (l0 = i(i− 1)/2 + j), соответствующий кинетиче-

ской энергии, а при i = j = 0 — вектор xl11 , . . . , x
lN
N , соответствующий

потенциальной энергии. Ясно, что lk (k = 1, . . . , N) принимает значе-
ния в диапазоне от 1 до |Yk| в первом случае и от 1 до |Xk| во втором
случае.

Получим теперь рекуррентные соотношения для величин Û l1...lk
kji .

Учитывая выражение (8), можно записать

U т
kjUki =

⎧⎨
⎩

Aт
kU

т
k−1,jUk−1,iAk, i < k;

Aт
kU

т
k−1,jTk−1DkAk, i = k, j < k;

AT
kD

т
kT

т
k−1Tk−1DkAk, i = k, j = k.

(15)

Таким образом, рекурсивное вычисление матриц U т
kjUki через ма-

трицы U т
k−1,jUk−1,i возможно лишь в случае i < k. Получим эти соот-

ношения, записав первое из равенств (15) с учетом (14) и (1):

U т
kjUki =

⎛
⎝ mk∑

l′k=1

Ã
l′k
k x

l′k
k

⎞
⎠

т

×

×
⎛
⎝ r1∑

l1=1

. . .

rk−1∑
lk−1=1

Û
l1...lk−1
k−1,ji y

lk−1
k−1 . . . y

l1
1

⎞
⎠( mk∑

lk=1

Ãlk
k x

lk
k

)
.
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Раскрывая скобки и меняя порядок суммирования, получаем

U т
kjUki=

r1∑
l1=1

. . .

rk−1∑
lk−1=1

⎛
⎝ mk∑

l′k=1

mk∑
lk=1

[(
Ã

l′k
k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ãlk

k

]
x
l′k
k x

lk
k

⎞
⎠ y

lk−1
k−1 . . . y

l1
1 .

Сравнивая последнее выражение с (13), можно сделать вывод, что
rk∑

lk=1

Û l1...lk
kji ylkk =

mk∑
l′k=1

mk∑
lk=1

[(
Ã

l′k
k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ãlk

k

]
x
l′k
k x

lk
k .

Тогда, в соответствии с матричным вариантом правил (12) нахожде-
ния коэффициентов преобразования (13), матрицы Û l1,...,lk

kji (k=1, . . . , N ,
i = 1, . . . , k − 1, j = 1, . . . , i) могут быть рекурсивно найдены следу-
ющим образом:

Û
l1...lk−11
kji =

(
Ã1k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã1k +

(
Ã3k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã3k;

Û
l1...lk−12
kji =

(
Ã1k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã2k +

(
Ã2k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã1k;

Û
l1...lk−13
kji =

(
Ã1k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã3k +

(
Ã3k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã1k;

Û
l1...lk−14
kji =

(
Ã2k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã2k −

(
Ã3k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã3k;

Û
l1...lk−15
kji =

(
Ã2k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã3k +

(
Ã3k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã2k

(16a)

— в случае вращательного звена;

Û
l1...lk−11
kji =

(
Ã1k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã1k;

Û
l1...lk−12
kji =

(
Ã1k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã2k +

(
Ã2k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã1k;

Û
l1...lk−13
kji =

(
Ã2k

)т
Û

l1...lk−1
k−1,ji Ã2k.

(16б)

— в случае поступательного звена.
Чтобы найти рекуррентные соотношения для матриц Û l1...lk

kji (k =
= 1, . . . , N , i = k, j = 1, . . . , k) перепишем равенство (10) с учетом (9)

U т
kjUkk =

m1∑
l′1=1

mk∑
l1=1

. . .

. . .

mk∑
l′k=1

mk∑
lk=1

[(
Ã

l′1
1 . . . DjÃ

l′j
j . . . Ã

l′k
k

)т
Ãl1
1 . . . Ã

lj
j . . . DkÃ

lk
k

]
x
l′k
k x

lk
k . . . x

l′1
1 x

l1
1 .
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Меняя порядок суммирования и пользуясь свойством дистрибутивно-
сти, представим последнее равенство в виде

U т
kjUkk =

mk∑
l′k=1

mk∑
lk=1

(
Ã

l′k
k

)т⎛⎝ mk−1∑
l′k−1=1

mk−1∑
lk−1=1

. . .

. . .

⎛
⎝ mj∑

l′j=1

mj∑
lj=1

(
DjÃ

l′j
j

)т⎛⎝ mj−1∑
l′j−1=1

mj−1∑
lj−1=1

. . .

. . .

⎛
⎝ m1∑

l′1=1

m1∑
l1=1

(
Ã

l′1
1

)т
Ãl1
1 x

l′1
1 x

l1
1

⎞
⎠ . . .

⎞
⎠ Ã

lj
j x

l′j
j x

lj
j

⎞
⎠ . . .

⎞
⎠DkÃ

lk
k x

l′k
k x

lk
k .

(17)

В соответствии с преобразованием (13) двойная сумма в круглых скоб-
ках, находящаяся на самом высоком уровне вложенности, может быть
представлена как

m1∑
l′1=1

m1∑
l1=1

(
Ã

l′1
1

)т
Ãl1
1 x

l′1
1 x

l1
1 =

r1∑
l1=1

Âl1
1jky

l1
1 ,

причем матричные коэффициенты Âl1
1jk определяются по соответству-

ющим правилам (12). Подставляя в соотношение (17) вместо левой
части последнего выражения его правую часть, раскрывая скобки и
меняя порядок суммирования, получаем

U т
kjUkk =

r1∑
l1=1

⎛
⎝ mk∑

l′k=1

mk∑
lk=1

(
Ã

l′k
k

)т×

×
⎛
⎝ mk−1∑

l′k−1=1

mk−1∑
lk−1=1

. . .

⎛
⎝ mj∑

l′j=1

mj∑
lj=1

(
DjÃ

l′j
j

)т⎛⎝ mj−1∑
l′j−1=1

mj−1∑
lj−1=1

. . .

. . .

⎛
⎝ m2∑

l′2=1

m2∑
l2=1

(
Ã

l′2
2

)т
Âl1
1jkÃ

l2
2 x

l′2
2 x

l2
1

⎞
⎠. . .

⎞
⎠ Ã

lj
j x

l′j
j x

lj
j

⎞
⎠. . .

⎞
⎠DkÃ

lk
k x

l′k
k x

lk
k

⎞
⎠ yl11 .

Повторив эту процедуру еще (k − 1) раз, придем к следующему ре-
зультату:

U т
kjUkk =

r1∑
l1=1

. . .

rk∑
lk=1

Âl1...lk
kjk ylkk . . . yl11 .
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Сравнив его с равенством (14), можно заметить, что Û l1...lk
kjk = Âl1...lk

kjk .

Матрицы Âl1...li
ijk (i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , k) определяются с помощью

следующей рекурсивной процедуры:

Â
l1...li−11
ijk =

(
D1i Ã

1
i

)т
Â

l1...lk−1
i−1,jk D2i Ã

1
i +
(
D1i Ã

3
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

3
i ;

Â
l1...lk−12
ijk =

(
D1i Ã

1
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

2
i +
(
D1i Ã

2
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

1
i ;

Â
l1...lk−13
ijk =

(
D1i Ã

1
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

3
i +
(
D1i Ã

3
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

1
i ;

Â
l1...lk−14
ijk =

(
D1i Ã

2
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

2
i −
(
D1i Ã

3
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

3
i ;

Â
l1...lk−15
ijk =

(
D1i Ã

2
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

3
i +
(
D1i Ã

3
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

2
i

(18a)

— в случае вращательного звена;

Â
l1...lk−11
ijk =

(
D1i Ã

1
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

1
i ;

Â
l1...lk−12
ijk =

(
D1i Ã

1
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

2
i +
(
D1i Ã

2
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

1
i ;

Â
l1...lk−13
ijk =

(
D1i Ã

2
i

)т
Â

l1...li−1
i−1,jk D2i Ã

2
i

(18б)

— в случае поступательного звена, причем

D1i =

{
E, i �= j,

Drotσj +Dtr(1− σj), i = j,

D2i =

{
E, i �= k,

Drotσk +Dtr(1− σk), i = k.

Для инициализации процедуры следует положить Â0jk = E.
Практическая реализация. Итак, соотношения (3), (16) и (18)

определяют рекуррентный алгоритм вычисления проекций. Однако
эта обратная рекурсивная схема вычислений (от N -го звена к первому)
оказывается неэффективной, поскольку одни и те же матрицы T̃ , Û и
Â рассчитываются множество раз. Гораздо эффективнее применение
прямой рекурсии, которая позволяет вычислять указанные матрицы
только один раз. Правда в этом случае требуется дополнительно хра-

нить в оперативной памяти 2+
N∑
k=1

(k(k+1)/2+k+2) матриц размера

4 × 4 (на максимальной глубине рекурсии). Например, для N = 6
это значение равно 56. Если элементы матриц являются числами с
плавающей точкой двойной точности (согласно IEEE 754), то допол-
нительное потребление памяти составит около 7 кБ. При этом для хра-
нения матрицы координат Z в случае всех вращательных сочленений
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для любого способа необходимо около 150МБ. Таким образом, при
использовании прямой рекурсии потребление памяти несуществен-
но превышает аналогичный показатель в случае обратной рекурсии.
Выигрыш же в быстродействии оказывается весьма существенным.
Так, время работы программы, вычисляющей все элементы матри-
цы координат Z, построенной на базе обратной рекурсии, превышает
аналогичный показатель для прямой рекурсии почти в 20 раз.

Рассмотрим теперь реализацию прямого рекурсивного алгоритма
вычисления проекций. Обозначим преобразования (18) как τσfs, где ин-
дексы f , s и σ принимают значения нуль или единица. Если f или s
равны нулю, то D1i или D2i соответственно равны единичной матрице.
В противном случае они определяются указанными ранее соотношени-
ями. При σ = 1 используются соотношения для вращательного звена,
при σ = 0 — для поступательного. С учетом введенных обозначений
очевидна справедливость следующих соотношений:

Âl1...lk
k,j,k+1 = τσ00

{
Â

l1...lk−1
k−1,j,k+1

}
, j = 1 . . . k − 1; (19a)

Âl1...lk
k,k,k+1 = τσ10

{
Â

l1...lk−1
k−1,k,k+1

}
; (19б)

Âl1...lk
k,k+1,k+1 = τσ00

{
Â

l1...lk−1
k−1,k+1,k+1

}
. (19в)

Легко проверить, что матрицы Âl1...li
ijk (j = i+ 1, . . . , k) одинаковы,

поэтому далее будем их обозначать Âl1...li
i0k . Индекс 0 выбран не случай-

но, ибо для этой матрицы D1i = D2i = E. Кроме того, проанализировав
преобразования (18), можно заметить, что для любых j справедливо
равенство Âl1...lk−1

k−1,jk = Â
l1...lk−1
k−1,j,k+1. С учетом сказанного соотношения (19)

запишутся в виде

Âl1...lk
k,j,k+1 = τσ00

{
Â

l1...lk−1
k−1,j,k

}
, j = 1, . . . , k − 1;

Âl1...lk
k,k,k+1 = τσ10

{
Â

l1...lk−1
k−1,0,k

}
;

Âl1...lk
k,0,k+1 = τσ00

{
Â

l1...lk−1
k−1,0,k ,

}
или, совмещая первое и третье равенства, получаем

Âl1...lk
k,j,k+1 = τσ00

{
Â

l1...lk−1
k−1,j,k

}
, j = 0, . . . , k − 1;

Âl1...lk
k,k,k+1 = τσ10

{
Â

l1...lk−1
k−1,0,k

}
.

На основе вычисленных матриц можно определить величины Û l1...lk
kjk =

= Âl1...lk
kjk (k = 1, . . . , N, j = 1, . . . , k) с помощью следующих преобра-

зований:

Âl1...lk
kjk = τσ01

{
Â

l1...lk−1
k−1,j,k

}
, j = 1, . . . , k − 1;
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Âl1...lk
kkk = τσ11

{
Â

l1...lk−1
k−1,0,k

}
.

Таким образом k матриц Û l1...lk
kjk (j = 1, . . . , k) вычисляются с помо-

щью k матриц Â
l1...lk−1
k−1,jk (j = 0, . . . , k−1), полученных на предыдущем,

(k − 1)-м шаге. С помощью соотношений, аналогичных (17), можно
показать, что преобразования (16) являются частным случаем пре-
образований (18) при i > k. Тогда

Û l1...lk
kji = τσ00

{
Û

l1...lk−1
k−1,ji

}
(i = 1, . . . , k − 1, j = 1, . . . , i).

Далее приведен псевдокод функции, реализующей описанный алго-
ритм вычисления проекций кинетической энергии.

function ProjKinEnergy (list, prev_u, prev_a, DH, coor_matr)
//list — список, состоящий из элементов индекса l1 . . . lk
//prev_u — массив, содержащий матрицы Û

l1...lk−1
k−1,ji ,

i = 1, . . . , k − 1, j = 1, . . . , i
//prev_a — массив, содержащий матрицы Â

l1...lk−1
k−1,jk , j = 0, . . . , k − 1

n := число звеньев манипулятора;
k := номер текущего звена;
Создать массив cur_u матриц 4× 4 из size(prev_u)+k элементов;
//cur_u содержит матрицы Û l1...lk

kji , i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , i

Создать массив cur_a матриц 4× 4 из k+1 элемента;
//cur_a содержит матрицы Âl1...lk

kj,k+1, j = 0, . . . , k

sigma := TRUE, если σk = 1, и FALSE, если σk = 0;
m := |Yk|;
for l := 1 to m do

Добавить l в конец list;
r := 0;
//Вычисление Û l1...lk

kji , i = 1..k − 1, j = 1..i
for i := 1 to k-1 do

for j := 1 to i do
cur_u[r] := tau (l, prev_u[r], FALSE, FALSE, sigma);
r := r + 1;

end for
end for
//Вычисление Û l1...lk

kjk , j = 1 . . . k

for i := 1 to k-1 do
cur_u[r] := tau (l, prev_a[i], FALSE, TRUE, sigma);
r := r + 1;

end for
cur_u[r] = tau (l, prev_a[0], TRUE, TRUE, sigma);
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//Вычисление Âk,j,k+1, j = 0..k
for i := 0 to k-1 do

cur_a[i] := tau (l, prev_a[i], FALSE, FALSE, sigma);
end for
cur_a[k] := tau (l, prev_a[0], TRUE, FALSE, sigma);
//Вычисление проекций
r := 0;
for i := 1 to k do

for j := 1 to i do
for p := 1 to 10 do

row := idx_to_row_number (list, i, j);
col := 10 * (k - 1) + p;
coor_matr[row, col] := trace (cur_u[r] * DH[p]);

end for
r := r + 1;

end for
end for
//Рекурсивный вызов функции, если текущее звено не
последнее
if k != n

ProjKinEnergy (list, cur_u, cur_a, DH, coor_matr);
end if
Убрать из list последний элемент;

end for
end func
Функция idx_to_row_number() определяет строку матрицы координат
Z, соответствующую текущему базисному вектору, задаваемому ин-
дексом ijl1 . . . lk1 . . . 1. Мы не будем останавливаться на деталях реа-
лизации этой функции, поскольку это несущественно с точки зрения
принципа работы рассматриваемого алгоритма. Псевдокод функции
tau(), осуществляющей преобразование τσfs, не приводится ввиду его
очевидности.

Прямая рекурсивная схема вычисления проекций потенциальной
энергии не вызывает затруднений и может быть реализована следую-
щим образом:
function ProjPotEnergy (list, prev_t, DH, coor_matr)
//list — то же, что и ранее, prev_t — матрица T̃ l1...lk−1

k−1
n := число звеньев манипулятора;
k := номер текущего звена;
g := [gx gy gz 0];
u := [0 0 0 1]T ;
m := |Xk|;
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for l := 1 to m do
Добавить l в конец list;
a := Ãlk

k ;
//Вычисление T̃ l1...lk

k

cur_t := prev_t * a;
//Вычисление проекций
for p := 7 to 10 do

row := idx_to_row_number (list, 0, 0);
col := 10 * (k - 1) + p;
coor_matr[row, col] := g * cur_t * DH[p] * u;

end for
//Рекурсивный вызов функции, если текущее звено не
последнее
if k != n

ProjPotEnergy (list, cur_t, DH, coor_matr);
end if
Убрать из list последний элемент;

end for
end func

Тогда процедура вычисления проекций полностью может быть вы-
полнена с помощью функции, псевдокод которой представлен далее.

function CalcProjections (coor_matr)
Создать пустой список list целых чисел;
Создать пустой массив u матриц размера 4× 4;
Создать массив a матриц размера 4× 4 из одного элемента;
Создать массив DH матриц размера 4× 4 из 10 элементов;
a[0] := E4;
t := E4;
for l := 1 to 10 do

DH[l] := DH l;
end for
ProjKinEnergy (list, u, a, DH, coor_matr);
ProjPotEnergy (list, t, DH, coor_matr);

end func

Матрица координат coor_matr, заполняемая в процессе работы этой
функции, в случае небольшого числа звеньев (не более четырех) хра-
нится в оперативной памяти вычислительной машины. В противном
случае она представляется в виде файла базы данных, расположенного
на жестком диске вследствие своего большого размера. Так, например,
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для пятизвенного механизма с вращательными сочленениями это зна-
чение равно 47118×50. Для приведения матрицы координат к ступен-
чатому виду применяется модифицированный алгоритм исключения
Гаусса с частичным выбором ведущего элемента7.

Из определения матриц Ã следует, что они содержат много нуле-
вых элементов. Это, очевидно, справедливо и для остальных матрич-
ных коэффициентов, вычисляемых на основе Ã. Поэтому еще одним
источником повышения быстродействия является специализирован-
ное представление всех этих разреженных матриц, ориентированное,
главным образом, на минимизацию времени выполнения операции
умножения матриц. В данной реализации использовалось упрощен-
ное представление в виде ассоциативного массива, содержащего в ка-
честве данных ненулевые элементы матрицы, а в качестве ключей
— соответствующие им линейные индексы. Под линейным индексом
здесь понимается натуральное число, вычисляемое как l = in + j,
где i — номер строки, j — номер столбца, а n — число столбцов ма-
трицы. Очевидно, что при известном размере матрицы номер строки
и столбца определяется однозначно для каждого значения линейного
индекса:

i = l/n, j = l%n,

где под операцией «/» понимается целочисленное деление, а под опе-
рацией «%» — остаток от целочисленного деления. Отметим, что ин-
дексы i, j, l отсчитываются от нуля. Это позволяет исключить избы-
точные операции при пересчете матричных индексов в линейный и
наоборот. Недостатком этой реализации является необходимость по-
стоянного извлечения матричных индексов элемента из его линейного
индекса при выполнении операции матричного умножения. Но, по-
скольку такая реализация применяется к разреженным матрицам не-
большого размера (и соответственно с небольшим числом ненулевых
элементов), заметного понижения быстродействия не происходит. Од-
нако, если такое допущение не справедливо, необходима полноценная
реализация механизма разреженных матриц с хранением обоих ин-
дексов8.
Пример работы приложения. Автором разработана программа на

языке C++, осуществляющая поиск базовых инерционных параметров
манипулятора, если заданы его кинематические параметры9. Создан-

7Этот алгоритм является стандартным и широко распространен в матричных вы-
числениях, поэтому в настоящей статье он не описывается. Подробнее об алгоритме
см, например, в работах [8, 9].

8См., например, [10].
9В случае манипулятора с неветвящейся кинематической схемой достаточно за-

дать типы сочленений и параметры Денавита–Хартенберга.
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Кинематическая схема манипулятора PUMA 560

ное приложение основано на методе проекций и использует предло-
женный в данной статье рекурсивный подход к их вычислению. Эта
часть программы полностью реализована согласно описанному алго-
ритму. Проиллюстрируем корректность работы приложения на при-
мере хорошо известного манипулятора PUMA 560. Кинематическая
схема робота представлена на рисунке, а геометрические параметры
— в таблице.

Геометрические параметры манипулятора PUMA 560

№ σi qi αi, град ai, мм di, мм

1 1 var – 90 0 0

2 1 var 0 431,8 150

3 1 var 90 -20,3 0

4 1 var – 90 0 433,1

5 1 var 90 0 0

6 1 var 0 0 70

Вводя параметры из этой таблицы в программу и запуская ее на
исполнение, получаем в результате следующие базовые инерционные
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параметры10:

p̃1 = I1xx + I1zz + I2zz + I3yy + 300(S
2
z + S3y) +

+22500(m2 +m3 +m4 +m5 +m6)

p̃2 = I3zz + I4yy − 866, 2 S4y + 187576(m4 +m5 +m6)

p̃3 = I2xx − 186451(m2 +m3 +m4 +m5 +m6)

p̃4 = S2x + 431, 8(m2 +m3 +m4 +m5 +m6)

p̃5 = I3xx − 412, 09(m3 +m4 +m5 +m6)

p̃6 = S3z − S4y + 433, 1(m4 +m5 +m6)

p̃7 = S3x − 20, 3(m3 +m4 +m5 +m6)

p̃8 = I5zz + I6zz + 140 S
6
z + 4900m6

p̃9 = I2xz + 431, 8(S
2
z + S3y)

p̃10 = S5z + S6z + 70m6
p̃11 = I3xy − 20, 3 S3y
p̃12 = I4zz + I5yy

p̃13 = S4z + S5y

p̃14 = I2yy p̃15 = I2xy p̃16 = I2yz p̃17 = S2y p̃18 = I3xz p̃19 = I3yz

p̃20 = I4xx p̃21 = I4xy p̃22 = I4xz p̃23 = I4yz p̃24 = S4x p̃25 = I5xx

p̃26 = I5xy p̃27 = I5xz p̃28 = I5yz p̃29 = S5x p̃30 = I6xx p̃31 = I6yy

p̃32 = I6xy p̃33 = I6xz p̃34 = I6yz p̃35 = S6x p̃36 = S6y

Число базовых инерционных параметров и их выражения через
элементарные инерционные параметры соответствуют результатам,
полученным в работах [2, 3 5].
Заключение. Итак, в настоящей работе были получены соотно-

шения, позволяющие вычислять проекции коэффициентов влияния
с помощью рекурсивной процедуры. На основе этих соотношений
предложен алгоритм и разработана программа, осуществляющая по-
иск базовых инерционных параметров в соответствии с оригиналь-
ным методом [6]. Необходимо отметить высокую сложность реализа-
ции предлагаемого алгоритма. Однако рекурсивный подход позволяет
добиться высокого быстродействия при использовании метода про-
екций. Так полное время работы созданного приложения для робо-
та PUMA 560 составило около 200мс на персональном компьютере
средней мощности. Это значение сравнимо с аналогичным показате-
лем численных способов поиска базовых инерционных параметров,

10Коэффициенты при статических моментах и массах имеют размерности мм и
мм2 соответственно.
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описанных, например, в [2]. Отметим, что эти методы принципиаль-
но являются приближенными и не дают гарантий получения точного
решения в отличие от предложенного автором метода проекций. В за-
ключение отметим, что упомянутые рекурсивные соотношения могут
быть распространены на случай кинематических схем с ветвлениями
и произвольных кинематических пар. В дальнейшем при обобщении
предложенного метода для более широкого класса механизмов пред-
полагается использование именно такого подхода.
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