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При использовании метода гармонического баланса получены дина-
мические характеристики системы фазовой автоподстройки при
воздействии на нее помимо полезного сигнала узкополосной (гармо-
нической) помехи. Анализ проводится при произвольной расстройке
между частотой несущей и частотой управляемого генератора
(γ 6= 0) и при произвольной расстройке между частотой сигнала
и частотой помехи d 6= 0. Случай d 6= 0 практически важен, так
как случай d = 0 редко встречается в практике.

Показано, что помехоустойчивость ФАП уменьшается, если
спектральные составляющие сигнала и помехи расположены по
разные стороны от частоты управляющего генератора.
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Система фазовой автоподстройки (ФАП) используется во многих
радиотехнических устройствах [1, 2], причем характеристики ФАП
существенно влияют на работоспособность указанных устройств, к
которым относятся, в частности, демодуляторы частотно- и фазомо-
дулированных сигналов, синхронизаторы по тактовой частоте и несу-
щей, устройства управления, навигации и радиолокации.

Эффективность ФАП существенно может быть снижена при воз-
действии на нее узкополосных (гармонических) помех [2–5] от косми-
ческих навигационных систем (GPS, ГЛОНАСС) и радиолокационных
станций.

Модель системы ФАП при воздействии на вход аддитивной
смеси сигнала, гармонической помехи и шума. Допустим, что на
вход ФАП поступает аддитивная смесь (рис. 1) полезного сигнала (эта-
лонного колебания) uэ (t), гармонической помехи uп (t) и полосового
(белого) гауссового шума n0 (t):

uвх (t) = uэ (t) + uп (t) + n0 (t) .

Эталонное колебание можно записать как

uэ (t) =
√
2A sin (ωэt+ Ω0t+ θ0) , (1)
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Рис. 1. Структурная схема фазовой замкнутой системы

где А — среднеквадратическое значение напряжения полезного сигна-
ла; ωэ — частота сигнала, совпадающая с начальной частотой управля-
емого генератора (УГ), Ω0 и θ0 — начальные расстройки по частоте и
фазе между эталонным колебанием и сигналом на выходе УГ.

Гармоническую помеху примем в виде

uп (t) =
N∑

i=1

√
2Ai sin (ωэt+ Ωit+ θi), (2)

где N — число спектральных составляющих, попадающих в полосу
пропускания линейного тракта, предшествующего ФАП; Ai – средне-
квадратическое значение напряжения i-й спектральной составляющей;
Ωi и θi — начальные расстройки по частоте и фазе i-й составляющей
относительно частоты и фазы сигнала.

Полосовой гауссовый шум имеет вид

n0 (t) =
√
2nc(t) cosω0t+

√
2ns(t) sinω0t,

где nc(t) и ns(t) — независимые квадратурные гауссовые случайные
процессы. По предположению, двусторонняя спектральная плотность
шума равна N0/2, Вт/Гц.

Фазовый детектор, по предположению, перемножает поступающие
на его вход колебания. Напряжение на выходе фазового детектора
имеет вид

uд = kдuвх (t) uг (t) ,

где kд — коэффициент передачи фазового детектора; uг (t) =
=
√
2Aг cos [ωэt+ ϕ0 (t)], — напряжение на выходе УГ (Aг — сред-

неквадратичеcкое значение напряжения на выходе генератора; ϕ0(t) —
медленно изменяющаяся фаза колебания УГ в режиме подстройки).

Пренебрегая вторыми гармониками, которые формируются после
перемножения колебаний uвх(t) и uг(t), получаем низкочастотную со-
ставляющую колебания на выходе фазового детектора

uд1 = kдAAгQ,
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где

Q = Q (t) = sin [Ω0t+ θ0 − ϕ0 (t)] +

+
N∑

i=1

(Ai/A) sin [Ωit+ θi − ϕ0 (t)] + (nc (t)/A) cosϕ0 (t)−

− (ns (t)/A) sinϕ0 (t) .

Фильтр низких частот (ФНЧ) описывается операторным коэффи-
циентом передачи (передаточной функцией) F (p), p = d/dt.

Сигнал на выходе фильтра выражается в символическом виде как

uф (t) = F (p) uд1(t) = kдAAгF (p)Q (t) .

Управляемый генератор преобразует управляющее воздействие
uф (t) в изменение фазы генерируемых колебаний ϕ0(t), так что

pϕ0 (t) = kгuф (t) ,

где kг — коэффициент передачи УГ (крутизна модуляцонной характе-
ристики), рад/с∙В.

Таким образом,

pϕ0
(
t̃
)
= kгkдAAгF (p)Q (t) = kAF (p)Q (t) ,

где k = kгkдAг — коэффициент усиления разомкнутой цепи регулиро-
вания.

Осуществим замену переменной

x (t) = Ω0t+ θ0 − ϕ0 (t) ,

которая называется сигналом рассогласования или сигналом ошибки.
Обозначим низкочастотный шум или шум, пересчитанный на вы-

ход фазового детектора, в виде

n0 (t) = [nc (t) /A] cosϕ0t+ [ns (t) /A] sinϕ0t = 1/Anш(t).

Низкочастотный шум nш (t) в пределах полосы пропускания ФАП
является гауссовым шумом, который моделируется гауссовым белым
шумом с двусторонней спектральной плотностью N0/2, Вт/Гц.

В результате преобразований получим стохастическое дифферен-
циальное уравнение (ДУ) в символической форме

1

KA
px = γ − F (p)

[

sin x+
N∑

i=1

εi sin (x+ΔΩit+Δθi) +
1

A
nш (t)

]

,

где γ = Ω0/KA — относительная расстройка по частоте эталонно-
го колебания и сигнала с выхода УГ; εi = Ai/A; ΔΩi = Ωi − Ω0;
Δθi = θi − θ0; i = 1, N .

Вместо параметра А введем S = A2, тогда стохастическое ДУ в но-
вых обозначениях при наличии одной гармоники в помехе принимает
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вид

1

K
√
S

dϕ

dt
=

= γ − F (p)

[

sinϕ+
√
R sin (ϕ (t) + ΔΩit+Δθi) +

1
√
S
N (t)

]

, (3)

где ϕ (t) = x (t); N (t) = nш (t); R =
J

S
; J = A2i ; R — отношение

помеха/сигнал (ОПС).
Рассмотрим ДУ (3), описывающее работу ФАП при наличии гар-

монической помехи, и сделаем следующее предположение: во-первых,
допустим, что имеются только одна (N = 1) спектральная составляю-
щая помехи, частота которой лежит вне полосы синхронизации систе-
мы; во-вторых, на первом этапе анализа положим, что широкополос-
ный шум пренебрежимо мал nш(t) = 0.

Тогда ДУ (3) принимает вид

1

K
√
S

dx

dt
= γ − F (p) [sin x+ ε sin (x+ΔΩt+Δθ)] , (4)

где ΔΩ = ΔΩi; ε1 = ε; Δθ1 = Δθ, причем, по предположению,
ΔΩ > 1.

Динамические характеристики ФАП при воздействии гармо-
нической помехи. Известно, что при наличии узкополосного воздей-
ствия в пределах полосы синхронизации установившимся значением
переменной x(t) является значение x0 = const, а при наличии уз-
кополосного воздействия за пределами полосы синхронизации сигнал
рассогласования во времени становится почти гармоническим с часто-
той, равной частоте расстройки (рис. 2). Естественно, можно предпо-
ложить, что при наличии одновременно двух воздействий (внутри и за
пределами полосы синхронизации) рассогласование x(t) может быть
представлено в виде суммы двух составляющих (детерминированной
x0 и гармонической с амплитудой x1 и начальной фазой ψ):

x (t) = x0 + x1 cos (ΔΩt+Δθ + ψ) = x0 + x1 cos (θ + ψ) , (5)

где θ = ΔΩt + Δθ. Подставляя выражение (5) в ДУ (4) и считая
амплитуду x1 малой, т.е. полагая, что

sin x ≈ sin x0 + x1 cos x0 cos (θ + ψ) ;
cos x ≈ cos x0 − x1 sin x0 cos (θ + ψ) ,

находим

− x1d sin (θ + ψ) = γ −M(0) sin x0−

− x1 cos x0M(ΔΩ) cos (θ + ψ + P (ΔΩ))−
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− ε sin x0M(ΔΩ) cos (θ + P (ΔΩ))−

− 0, 5εx1 cos x0 cosψM(0) + 0, 5εx1 sin x0 sinψM(0)−

− ε cos x0M(ΔΩ) sin (θ + P (ΔΩ)) ,

где d =
ΔΩ

K
√
S

; M (ω) = |K (iω)|; P (ω) = argF (iω).

Приравнивая коэффициенты в правой и левой частях полученного
равенства при sin θ, cos θ, а также записывая аналогичное равенство
для постоянных составляющих, получаем систему из трех уравнений

Рис. 2. Зависимость расстройки x(t)x(t)x(t) от начальной расстройки по частоте ΔΩΔΩΔΩ
(a) и ОПС RRR (б)
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с тремя неизвестными x0, x1 и ψ1:

γ =M(0) sin x0 + 0, 5εx1 cos (x0 − ψ)M(0);

εM(ΔΩ) cos (x0 + P (ΔΩ)) =

= [cos x0M(ΔΩ) sin(P (ΔΩ)) + d]x1 cosψ+

+[cos x0M(ΔΩ) cos(P (ΔΩ))]x1 sinψ;
εM(ΔΩ) sin (x0 + P (ΔΩ)) =

= [cos x0M(ΔΩ) sin(P (ΔΩ)) + d]x1 sinψ−

−[cos x0M(ΔΩ) cos(P (ΔΩ))]x1 cosψ;

(6)

Два последних уравнения этой системы могут быть решены от-

дельно от первого:

x1 cosψ = εΔ
−1M(ΔΩ)[d cos(x0 + P (ΔΩ))−

−0,5M(ΔΩ) sin 2x0];

x1 sinψ = εΔ
−1M(ΔΩ)[d sin(x0 + P (ΔΩ))+

+0, 5M(ΔΩ)(1 + cos 2x0)],

(7)

откуда имеем

x21 = ε
2Δ−1M2(ΔΩ) =

=
ε2

d2

{
cos2 (P (ΔΩ))

M2 (ΔΩ)
+

[
cos x0
d
+
sin (P (ΔΩ))

M (ΔΩ)

]2} , (8)

где

Δ =

{[
M (ΔΩ)

cos x0
d
+ sin (P (ΔΩ))

]2
+ cos2 (P (ΔΩ))

}

d2. (9)

В уравнении (9) в случае ФАП первого порядка полагаем

cosP (ΔΩ) = 1; sinP (ΔΩ) = 0;

M (ΔΩ) = 1; cos x0 =
√
1− γ2 = 1, γ = 0,

тогда

x21 =
ε2

d2
(
1 + 1

d2

) =
R

1 + d2
=

R

1 +

(
ΔΩ

4BL

)2 =
R

1 + 0,0625λ2
,

где ε2 = R; d =
ΔΩ

4BL
=
λ

4
.
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Таким образом,

x1 =

√
R

√
1 + 0,0625λ2

.

При R = 0,2; 0,5; 1; 1,5 и γ = 0 получаем зависимость x1(λ) и
ее асимптотические значения (штриховые кривые, представленные на
рис. 3, а); полагая в уравнении (9) γ = 0,5, получаем

cos x0 =
√
1− 0, 52 = 0,866,

x21=
ε2

d2
(

1+
0,866

d2

)=
R

0,866+d2
=

R

0,866+

(
ΔΩ

4BL

)2=
R

0,866+0,0625λ2
.

Зависимость x1(λ) при γ = 0,5 изображена на рис. 3, б при R = 0,2;
0,5; 1; 1,5. Далее, подставляя (8) в первое уравнение системы (7),

Рис. 3. Зависимость x1(λ) при γ = 0γ = 0γ = 0 (a) и 0,5 (б): R = 0,2R = 0,2R = 0,2 (1), 0,5 (2), 1,0 (3) и 1,5
(4)
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с учетом выражений (9) и (10), получаем

sin x0 =
γ

M(0)
−

dx21
2M(ΔΩ)

cos(P (ΔΩ)). (10)

При d� 1 Δ ≈ d2 при любых x0 в силу ограниченности функции
cos x0. Вместе с тем из уравнения (9) следует, что x21 имеет порядок
d−2, в то время как во второе слагаемое из выражения (10) x21 входит
с коэффициентом d и им можно пренебречь по сравнению с первым.
Окончательно при |d| � 1 получим

x1 =
ε

d
M(ΔΩ); (11)

sin x0 =
γ

M(0)
. (12)

Тогда для ФАП первого порядка

x1 =
4
√
R

λ
.

Эта зависимость x1(λ) показана на рис. 3 штриховыми кривыми.

Соотношение (11) подтверждает первоначальное предположение о
малости x1, соотношение (12) задает установившуюся фазовую ошиб-
ку в невозмущенной ФАП, когда гармоническая помеха отсутствует;
тем самым подтверждается первоначальное предположение (6) о на-
личии реакций ФАП на узкополосные воздействия, частоты которых
находятся соответственно внутри и вне полосы синхронизации.

Отметим также, что при |d| � 2 из системы уравнений (7) получа-
ем

ψ = x0 + P (ΔΩ). (13)

Для ФАП первого порядка по уравнению (10) находим

sin x0 = γ −
x21d

2
;

тогда при γ = 0,5

x0 = arcsin

(

γ −
x21d

2

)

;

при γ = 0

x0 = arcsin
x21d

2
.

Зависимости x0(λ) при γ = 0 и γ = 0,5 при R = 1 изображены на
рис. 4 (кривая 1 и 2 соответственно).
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Рис. 4. Зависимости x0(λ)

В заключение запишем соотношения (8) в виде системы уравнений
относительно x = cosP (ΔΩ) и y = sinP (ΔΩ):

ax− by = A;
bx+ ay = B.

(14)

где a = cos x0; b = sin x0; A =
x1Δ

εMd
cosψ +

1

2

M

d
sin 2x0; B =

=
x1Δ

εMd
sinψ −

1

2

M

d
(1 + cos 2x0).

В результате находим

x = Aa+Bb,

после преобразований получаем соотношение

x1d cosP (ΔΩ) = εM(ΔΩ) cos (x0 − ψ) . (15)

Из первого уравнения системы (16) аналогично запишем

by = ax− A,

после преобразований получаем равенство

x1d sinP (ΔΩ) = −M(ΔΩ)[ε sin (x0 − ψ) + x1 cos (x0)]. (16)

Положим sin x0 в соотношении (11) равным + 1 или – 1 соглас-
но знаку ΔΩ. Тогда получим критическое значение коэффициента x1
первой гармоники

x1k =

(
γ

M (0)
+ sgn (ΔΩ)

)
2M (ΔΩ)

d cosP (ΔΩ)
.

Далее, если в уравнении (9) положить cos x0 = 0 (γ = 1), то

x1k = εM (ΔΩ) /d =
√
RkM (ΔΩ) /d, (17)

тогда

Rk =

(
γ

M (0)
+ sgn (ΔΩ)

)
2M (ΔΩ)

d cosP (ΔΩ)
. (18)
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Рис. 5. Зависимость критического
значения Rk

Зависимость критического зна-
чения Rk от нормированной рас-
стройки приведена на рис. 5.

Заключение. Из рис. 5 следу-
ет, что подверженность ФАП поме-
хе усиливается, если спектральные
положения помехи и сигнала нахо-
дятся на противоположных сторо-
нах от частоты покоя управляемого
генератора.

Таким образом, в результате
применения метода гармоническо-

го баланса получены динамические характеристики системы ФАП.

Найдено значение первой гармоники предполагаемого решения ДУ
ФАП и ее критическое значение.

Кроме того, получено критическое значение отношения поме-
ха/сигнал, в результате следует вывод, что уязвимость ФАП к воз-
действию помехи увеличивается, если частоты сигнала и помехи
находятся по разные стороны от частоты покоя управляемого генера-
тора.

Найдены приближенные (асимптотические) значения первой гар-
моники (11) предполагаемого решения ДУ ФАП. Эти значения могут
быть использованы для анализа характеристик ФАП, когда на вход
ФАП подается комбинированное воздействие (сигнал + помеха + шум)
и ДУ ФАП принимает вид стохастического ДУ (3), (4).
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