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Рассмотрены алгоритмические основы метода многокритериального син-
теза многопрограммного позиционного управления, полученного в работах
Е.М. Воронова на основе обобщения подходов В.И. Зубова, Н.В. Смирнова,
И.В. Соловьевой и Р.Ф. Габасова по формированию компонент многопрограмм-
ного позиционного управления, стабилизирующих траекторию объекта с та-
ким управлением относительно множества оптимальных программных траек-
торий, придавая этим траекториям асимптотические свойства на конечном
интервале времени. Обобщение заключается в способе нахождения стабилизи-
рующих компонент многопрограммного позиционного управления, основанном
на синергетическом подходе формирования “притягивающих многообразий”,
введением экспоненциально устойчивых макропеременных метода агрегирован-
ных регуляторов по A.A. Колесникову, а также в обеспечении многокритери-
ального качества программных траекторий — асимптот на множестве на-
чальных условий. Приведен пример применения устойчивых макропеременных
для получения стабилизирующих компонент позиционного управления линей-
ной нестационарной системы. Алгоритм метода многокритериального син-
теза многопрограммного позиционного управления применяют для получения
структуры оптимального нелинейного наведения управляемого объекта (про-
тивокорабельной ракеты) и многофакторного анализа его свойств. Многокри-
териальная оптимальность наведения и его нелинейная структура повышают
эффективность перехвата цели.
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Algorithmic fundamentals of the method for multi-criteria synthesis of multi-program
position control are considered. The method has been obtained in the works by
E.M. Voronov on the basis of generalizing the approaches by V.I. Zubov, N.V. Smirnov,
I.V. Solovieva, and R.F. Gabasov regarding the formation of the multi-program
position control components which stabilize the object trajectory with such a control
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with respect to a set of optimal program trajectories by imparting asymptotic
properties to these trajectories within the finite time interval. The generalization
consists in the method for finding the stabilizing components of multi-program
position control that is based on synergetic approach for forming “attracting
manifolds” by introduction of exponentially stable macro-variables of the method of
aggregated regulators by A.A. Kolesnikov, as well as in providing the multi-criteria
quality of program trajectories — asymptotes on the set of initial conditions. An
example of using stable macro-variables to obtain the stabilizing components of
position control of the linear non-stationary system is given. The algorithm of the
method for multi-criteria synthesis of multi-program position control is applied for
obtaining a structure of the optimal nonlinear guidance of the controlled object
(anti-ship missile) and the multi-factor analysis of its properties. The multi-criteria
optimality of guidance and its nonlinear structure improve the efficiency of target
capture.

Keywords: multi-criteria synthesis, multi-program stabilization, multi-program
position control, macro-variables, aggregated regulator, multi-criteria optimization,
system of equations for anti-ship missile, nonlinear guidance method.

В работе [1] рассмотрены развиваемые направления приближенно-
го многокритериального синтеза позиционных управлений как функ-
ций состояния системы и их свойства: метод синтеза программно-
корректируемого управления с потактовым пересчетом программного
оптимального управления и с применением современных нейроэво-
люционных технологий; метод синтеза на основе комбинации гене-
тического алгоритма и сетевого оператора; генетического алгоритма
и структур, порождаемых теорией автоматов; численный метод по-
зиционной оптимизации линейных систем со скаляризацией показа-
телей. В некоторых из перечисленных методов существует проблема
сходимости и “негрубости” структуры к незначительному изменению
начальных условий по времени и состоянию.

В работах [1, 2] сформирован метод многокритериального синтеза
позиционного управления на основе метода многопрограммной ста-
билизации В.И. Зубова, Н.В. Смирнова [3–5], развитого до многопро-
граммного позиционного управления (МПУ) в работах Н.В. Смирнова
и И.В. Соловьевой [6, 7]. При этом предварительно полученное мно-
гопрограммное множество траекторий, порожденных многокрите-
риально оптимальными программными управлениями (как функци-
ями времени) на множестве начальных условий, приобретает при
многопрограммной стабилизации асимптотические свойства для тра-
ектории МПУ и выполняет роль практического расширения клас-
са “притягивающих” многообразий — аттракторов по Г. Никольсу и
Н. Пригожину [8]. В дополнение к результатам стабилизации на ко-
нечном интервале времени для линейных и линеаризуемых систем с
билинейными моделями и моделями в форме Лотки – Вольтерры [6, 7]
в рамках метода разработаны новые синергетические приемы много-
программной стабилизации траектории МПУ для линейных и нели-
нейных систем [1, 2] на основе экспоненциально устойчивых макро-
переменных по А.А. Колесникову [9, 10].
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В результате в работах [1, 2] на основе работ [6, 7, 9, 10] создан при-
ближенный алгоритм многокритериального синтеза многопрограмм-
ного позиционного управления (АМС МПУ), в котором структура
МПУ не зависит от начальных условий и обеспечивает сходимость
траектории МПУ к множеству многокритериально оптимальных тра-
екторий — асимптот на конечном интервале времени.

Алгоритм многокритериального синтеза МПУ можно представить
следующими этапами:

1) многокритериальная оптимизация программных управлений и
траекторий (МО ПУТ);

2) получение стабилизирующих компонент МПУ (СК МПУ);
3) численно-аналитическая реализация АМС МПУ в программной

среде MATLAB.
Многокритериальная оптимизация многопрограммных упра-

влений. Пусть в соответствии с задачами МПУ объект описывается
нелинейной системой дифференциальных уравнений

ẋ = f (t, x,u) , u ∈ U , (1)

где x = (x1, . . . , xn)т — n-мерный вектор состояния системы; u =
= (u1, . . . , ur)

т — r-мерный вектор управления, вектор-функция
f(t,x,u) принадлежит множеству C(R1 × Rn × Rr) за исключением
конечного множества точек меры ноль (в некоторых случаях). Упра-
вление принадлежит к классу ограниченных функций при t ∈ [t0, tk].

В задачах МО вводится вектор показателей — критериев:

J = (J1, . . . , Jl)→ extr
u(t)

. (2)

Вариант специальной задачи МПУ — множество начальных усло-
вий

xk (t0) = xk0, k = 1, . . . , N, (3)

которое порождает число N программных движений системы (1)
x1 (t) , . . . ,xN (t) на множестве начальных условий, вызванных опти-
мальными в смысле (2) программными управлениями u1 (t) , . . . ,uN (t).
Число N программных управлений не связано ни с размерностью си-
стемы (1), ни с размерностью вектора управления uk (t).

В работе [1] рассмотрены три типовых подхода [11–14], в которых
сгруппированы известные методы. Это так называемые прямые интер-
активные методы, например, на основе конусов доминирования и ге-
нетических алгоритмов со сплайнами, методы скаляризации (свертка
показателей, пороговая и лексикографическая оптимизация); методы
на основе компромиссов (на основе идеальной точки, точки Шепли и
арбитражной схемы Нэша). Методы реализуются на таких технологи-
ях оптимального управления, как принцип максимума, динамическое
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Рис. 1. Парето-области при l = 2l = 2l = 2 с точками компромисса с учетом вариации
постановки:
1 (1′) — идеальные точки; 2 (2′) — искомые решения (точки компромисса) по вектору
показателей на парето-области

программирование, численные методы, в частности, в форме гене-
тических алгоритмов при приближенной аппроксимации управления
вектором распределенных во времени параметров.

Применяя один из перечисленных выше подходов многокритери-
альной программной оптимизации, можно получить множество из N
решений на множестве начальных условий. Для этого могут быть ис-
пользованы прямые методы, методы скаляризации, методы на основе
компромиссов. Пусть без ограничения выбора подходов это будет один
из методов получения компромиссов на основе недостижимой идеаль-
ной точки, с помощью которого на парето-области показателей можно
выбрать точку, самую близкую к идеальной точке, поэтому будет ском-
пенсирована неопределенность выбора на парето-области (рис. 1).

Вектору показателей на парето-области при заданных начальных
условиях xk(t0), k = 1, . . . , N, соответствует оптимальное программ-
ное управление uk opt в случае решения задачи на основе функции
Салуквадзе [11]:

min[(J1 − J
∗
1 )
2 + (J2 − J

∗
2 )
2]→ u = uk opt. (4)

Окончательно получим множество оптимальных программных упра-
влений uk opt(t), k = 1, . . . , N, и соответствующих траекторий xk(t),
k = 1, . . . , N.

Получение стабилизирующих компонент МПУ. Общий вид
структуры МПУ на конечном интервале [t0, tk] имеет вид [1, 6, 7]

u (x, t) = um (x, t) +
N∑

k=1

v(yk (t)), yk = x− xk, t0 ≤ t ≤ tk. (5)
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В (5) оператор системы в отклонениях относительно одной из мно-
гокритериально оптимальных траекторий xk(t)

ẏk (t) = Gk(yk (t) , v(yk(t));

yk (t0) = y0k 6= 0, t0 ≤ t ≤ tk, k = 1, . . . , N ;
(6)

v(yk(t)) — стабилизирующая компонента МПУ, обеспечивающая
устойчивость нулевого решения (6) (управление, стабилизирующее
траекторию МПУ x(t) относительно траектории xk(t) или обеспе-
чивающее асимптотические свойства заданной траектории xk(t));
многопрограммное управление без свойств стабилизации [6]:

um (x, t) =

=
N∑

k=1

uk(t)
N∏

s=1, s 6=k

(x (t)− xs (t))2

(xk (t)− xs(t))2
, um (xk, t) = uk(t). (7)

Очевидно, что определение компоненты v(yk(t)) для каждого
k = 1, . . . , N формирует векторную асимптотику xk(t), k = 1, . . . , N,
на интервале [t0, tk], как “притягивающего” многообразия для траек-
тории x(t), соответствующей МПУ (5).

В работе [6] для получения стабилизирующей части (5) исполь-
зован численный метод позиционной оптимизации Габасова, разрабо-
танный для линейных нестационарных управляемых систем. В связи с
этим процедура применения метода для решения задачи стабилизации
нулевого решения (6) на интервале [t0, tk] требует линейной аппрок-
симации нелинейной правой части (6).

В работах [1, 2] рассмотрено обобщение процедуры получения
стабилизирующей компоненты v(yk(t)) МПУ для линейных [1] и не-
линейных систем [2] на интервале [t0, tk] для любого k = 1, . . . , N,
без линеаризации правых частей (1) и (6) на основе синергетическо-
го подхода формирования “притягивающих” многообразий в форме
метода аналитического конструирования агрегированных регуляторов
(АКАР) [9, 10]. В методе АКАР вводятся устойчивые макропере-
менные

ψi (t) = ϕi (yk1, . . . , ykn) ,

Tiψ̇i + ψi = 0, (СiTi) ≈ tk, i = 1, . . . , n,
(8)

где Ci принадлежит диапазону значений, определяемому динамиче-
скими свойствами (1) и (6), для получения компонент v(yk(t)), обес-
печивающих устойчивость нулевого решения (6) на основе экспонен-
циальной сходимости ψi(t) к нулю. Такой подход дополняет методику
получения стабилизирующего управления v в (5) [6].

Краткий анализ применения синергетического метода АКАР для
линейной нестационарной системы приведен в работе [1], применение
метода в классе нелинейных систем с примером расчета — в работе [2].
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Для иллюстрации применения синергетического метода АКАР при
получении многопрограммного позиционного управления (5), которое
является основой многокритериального синтеза МПУ на интервале
[t0, tk], в работе [1] рассмотрен аналитический результат его исполь-
зования в классе линейных нестационарных систем. Таким образом,
система (1) принимает вид

ẋ (t) = A (t)x (t) + B (t)u dimx = n, dimu = r. (9)

При этом без ограничения общности результатов принято, что число
заданных многокритериально оптимальных программных управлений
и соответствующих траекторий составляет N = 2. Тогда в соответ-
ствии с (5)

um (x, t) = u1
(x− x2)

2

(x1 − x2)
2 + u2

(x− x1)
2

(x2 − x1)
2 . (10)

Для k = 1 определим v(yk). В соответствии с (5)

x(t) = y1(t) + x1(t). (11)

Следовательно, (10) можно представить в виде

um (x1 + y1, t) = u1
(x1 + y1 − x2)

2

(x1 − x2)2
+ u2

y21
(x2 − x1)2

=

= u1

(

1 + 2
(x1 − x2)y1
(x1−x2)

2 +
y1
2

(x1−x2)
2

)

+u2
y1
2

(x2−x1)
2 . (12)

Систему (12) в отклонениях (6) можно записать как

ẏ1 (t)=A (t)y1 (t)+

+B (t)

[

u1

(

2
(x1−x2)y1
(x1−x2)

2 +
y1
2

(x1−x2)
2

)

+u2
y1
2

(x2−x1)
2

]

+

+B (t)v (y1 (t)) , (13)

где
(x1−x2)

2=(x2−x1)
2=

n∑

i=1

(x1i−x2i)
2=l (t) 6= 0, l1=

1

l
. (14)

Тогда система (13) в отклонениях (6) преобразуется к виду

ẏ1 (t)=

= A (t)y1 (t)+B (t)v (y1 (t))+C (t)y1 (t)+D (t)y1
2+E (t)y1

2 =

= (A (t)+C (t))y1+B (t)v (y1)+ (D (t)+E (t))y1
2 =

= A
′
(t)y1+B (t)v (y1)+E

′
(t)y1

2. (15)

Далее без ограничения общности вывода принимаем n = 2, r = 2,
с учетом чего
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yт
1 = (y11, y12); v

т = (v1, v2); u
т
1 = (u11, u12); u

т
2 = (u21, u22);

y21 = (y
2
11 + y

2
12); B(t) = diag{β11, β22}.

(16)

Пусть

A(t) = {aij}; C(t) = {cij}; A
′ = {αij} = {aij + cij}, i, j = 1, 2,

(17)
где

C =2B(t)u1(x1 − x2)l1; E
′ = {(k1+k3)y

2
1; (k2 + k4)y

2
1}

т;

k1 = β11u11l1; k2 = β22u12l1; k3 = β11u21l1; k4 = β22u22l1.
(18)

Система (15) в форме Коши с учетом (17) и (18) принимает вид

ẏ11=α11y11+α12y12+β11v1 (y1)+ (k1+k3)y
2
1;

ẏ12= α21y11+α22y12+β22v2 (y1)+ (k2+k4)y
2
1.

(19)

Согласно методу АКАР, вводятся макропеременные [9]

ψ1 (t)=α11y11+α12y12; ψ2 (t)=α21y11+α22y12 (20)

с условием асимптотической устойчивости по каждой из них соответ-
ственно на основе экспоненциальной сходимости

T1ψ̇1 (t)+ψ1 (t)= 0; T2ψ̇2 (t)+ψ2 (t)= 0; (21)

(CiTi) ≈ tk. (22)

Тогда при t→ tk ψ1(t)→ 0, ψ2(t)→ 0 (ψ1(tk) = 0, ψ2(tk) = 0 — “при-
тягивающие” многообразия). Пересечение многообразий дает систему

ψ1= α11y11+α12y12= 0;
ψ2= α21y11+α22y12= 0.

(23)

Решение системы (23) имеет место в точке

y11 (tk)=y12 (tk) ∼= 0. (24)

Таким образом, к моменту времени tk “обеспечивается” асимптоти-
чески устойчивое “обнуление” отклонения y1(t). Далее необходимо
найти управление vт(y1) = (v1(y1), v2(y2)), которое переводит си-
стему (19) из точки y1(t0) 6= 0 на “притягивающие” многообразия
ψ1 = 0, ψ2 = 0, т.е. определить стабилизирующее управление v1(y1)
для получения асимптотических свойств x1(t).

В соответствии с методом АКАР [9] подставим выражения макро-
переменных (20) в уравнения (21)

ψ̇1= α̇11y11+α11ẏ11+α̇12y12+α12ẏ12= −
1

T1
ψ1; (25)

ψ̇2= α̇21y11+α21ẏ11+α̇22y12+α22ẏ12= −
1

T2
ψ2. (26)
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Подставляя в (25) и (26) уравнения системы (19), окончательно
получаем

A1+α11β11v1+B1+C1+α12β22v2+D1= −
1

T1
ψ1;

A2+α21β11v1+B2+C2+α22β22v2+D2= −
1

T2
ψ2,

(27)

где
A1 = α̇11y11 + α11ψ1; ψ1 = α11y11 + α12y12;

A2 = α̇21y11 + α21ψ1;

B1 = α11 (k1 + k3)y
2
1 = α11B;

B2 = α21 (k1 + k3)y
2
1 = α21B;

C1 = α̇12y12 + α12ψ2; ψ2 = α21y11 + α22y12; (28)

D1 = α12 (k2 + k4)y
2
1 = α12D;

D2 = α22 (k2 + k4)y
2
1 = α22D.

Решая систему (27) относительно величин v1 и v2, получаем

v1 (y1) = [(α22α11 − α12α21) β11]
−1

[(
α12ψ2

T2
−
α22ψ1

T1

)

−

− (α22A1−α12A2)− (α22α11 − α12α21)B − (α22C1−α12C2)

]

;

(29)v2 (y1) =

= [(α21α12−α11α22) β22]
−1
[(

α11ψ2

T2
−
α21ψ1

T1

)

− (α21A1−α11A2)−

− (α21α12−α11α22)D− (α21C1−α11C2)

]

.

Следовательно, на основе устойчивых макропеременных метода
АКАР получено управление

vт(y1)=(v1(y1), v2(y1)),

стабилизирующее траекторию x(t) МПУ u(x, t) (9) относительно
многокритериальной программно-оптимальной траектории x1(t) с
заменой в выражении (28) y1(t) = x(t)− x1(t).

Вектор vт(y2) = (v1(y2), v2(y2)) будет иметь вид, подобный виду
(29) с заменой величин u1(t), x1(t) в ее структурах как функциях
переменных (u1(t), x1(t), x(t)) подобными функциями (u2(t), x2(t),
x(t)).

Численно-аналитическая реализация в форме оптимально-
го нелинейного наведения АМС МПУ в программной среде
MATLAB. Далее рассмотрен пример синтеза позиционного упра-
вления для сложного нелинейного объекта — конкретного образца
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управляемого средства поражения (УСП). Задача заключается в син-
тезе алгоритма оптимального управления объектом при наведении в
точку назначения (ТН). Объект управления (ОУ) – образец УСП со
следующими характеристиками:

Начальный угол пуска с носителя УСП θ0, град . . . . . . . . . . 0

Начальная масса m0, кг . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 582

Начальная скорость V0, м/с . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443

Время полета tk, с . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Менее 450

Координаты цели до ТН, м:

Hц . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

Xц . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 000

Система дифференциальных уравнений движения ОУ имеет вид

m
dV

dt
= Pg −Xa −mg sin θ;

mV
dθ

dt
= Ya −mg cos θ;

dm

dt
= f (t, “тип двигателя”) ;

dH

dt
= V sin θ;

dX

dt
= V cos θ,

(30)

где V — скорость ОУ; θ — управляющий угол траектории ОУ; m —
масса ОУ; H — высота полета ОУ; X — горизонтальная дальность ОУ
до ТН; P — тяга двигателя ОУ; g = 9,81 м/с2 — ускорение свободного
падения; Xa и Ya — аэродинамические силы, Xa = CxaqS; Ya = CyaqS;
Cxaи Cya — аэродинамические коэффициенты, Cya = Nymg/ (qS);
Cxa = f (Cya); S = 0,685 м2 — площадь поверхности крыльев ОУ;
q — скоростной напор, q = ρV 2/2; ρ = ρ (H) — плотность атмосферы,
зависящая от высоты H; u = Ny — управляющая переменная в форме
перегрузки, подлежащей формированию при наведении ОУ в ТН.

Двигатель ОУ — двухступенчатый со следующими характеристи-
ками:

1) стартовая ступень: время работы t1 = 3,8 с, сила тяги P =
= 3000 кгс, масса топлива m1 = 47,8 кг, dm/dt = fт = 12,58 кг/с;

2) маршевая ступень: время работы t2 = 23 с, сила тяги P = 520 кгс;
масса топлива m2 = 51,5 кг, dm/dt = fт = 2,24 кг/с, запуск не ранее
4 с, но не позднее 20 с после окончания работы стартовой ступени,
время t1−2.
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Аэродинамические коэффициенты Cxa иCya представлены полино-
мами. В расчетах необходимо учитывать ограничение |Cya| < Cya огр.
Перегрузка Ny не должна превышать четырех единиц и должна удо-
влетворять следующему условию:

∣
∣
∣
∣
Nymg

qS

∣
∣
∣
∣ < Cya огр.

Введем вектор состояния ОУ:

x1 = V ; x2 = θ; x3 = m; x4 = H; x5 = X. (31)

Тогда система дифференциальных уравнений (30) принимает вид

ẋ1 =
1

x3
(Pg − CxaqS − x3g sin x2) ;

ẋ2 =
1

x1x3
(CyaqS − x3g cos x2) ;

ẋ3 = fт;

ẋ4 = x1 sin x2;

ẋ5 = x1 cos x2;

(32)

q (x1, x4) = ρ (x4) x
2
1

/
2.

Критерии оптимизации (2) алгоритма наведения ОУ по u = Ny
формулируются так:

1) максимизация скорости подхода VТН в ТН;
2) минимизация промаха ОУ ΔX = XТН −Xц в ТН;
3) максимизация угла подхода θТН в ТН

J1 = V
2(tk)→ max

u
;

J2 = (x5(tk)− xц)
2 → min

u
;

J3 =
(
θ(tk)−

π

2

)2
→ max

u
.

Для того чтобы реализовать АМС МПУ в рассматриваемой зада-
че полезно переформировать исходную систему отсчета, т.е. перене-
сти начало координат в ТН. Тогда координаты ТН по высоте (Hц) и
по дальности (Хц) всегда будут равны нулю, а начальное условие по
дальности пуска УСП X0 = −Xц.

Первый этап АМС МПУ в рассматриваемой задаче — многокри-
териальная оптимизация программных управлений и траекторий. Для
этого применяют алгоритмы оптимизации, основанные на параметри-
зации управления и последующем поиске минимума функции многих
переменных в случае применения методов скаляризации, или полу-
чение парето-области, если используется генетический алгоритм (ГА)
оптимизации. Общая структурная схема алгоритмов этапа МО ПУТ
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Рис. 2. Общая структурная схема алгоритмов этапа МО ПУТ

представлена на рис. 2. Параметризация управления заключается в
выборе набора параметров, позволяющих описать вид программно-
го управления u(t) как набора значений времени. Например, задаются
ключевые моменты времени ti, для каждого из которых будет опреде-
ляться значение параметра pi(ti) с последующей интерполяцией этих
точек сплайнами.

В исходной постановке задача является многокритериальной, т.е.
имеется три показателя эффективности J1, . . . , J3. Если применяется
метод свертки, то формируется линейная свертка показателей с весо-
выми коэффициентами αi:

Φs =
l∑

i=1

αi × Jiн;
l∑

i=1

αi = 1, 0 ≤ αi ≤ 1, l = 3,

где Jiн — нормированное значение показателя.
Далее задача заключается в поиске экстремума функции Φs, для

чего можно использовать встроенную в MATLAB функцию поиска
минимума скалярной функции нескольких переменных с ограничени-
ями, начиная с начального приближения fmincon.

При применении ГА учитывается векторная форма показателей без
скаляризации с построением парето-границы и последующим поис-
ком наиболее подходящего решения на основе экспертной оценки или
идеальной точки (4). На первом этапе экспертная процедура выпол-
няет предварительный отсев заведомо неподходящих точек парето-
границы — решений, которые по тем или иным показателям не удовле-
творяют требованиям, предъявляемым к задаче. Второй этап проведе-
ния оценки — выбор единственного решения, которое лучше отражает
эффективность решения рассматриваемой задачи.
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Идея ГА заключается в случайном формировании начальной попу-
ляции с заданным числом особей. Для каждой особи, которая пред-
ставляет собой набор параметров pi(ti), определяются значения всех
показателей. Затем на основе операторов скрещивания, мутации и се-
лекции происходит формирование нового поколения, и процесс повто-
ряется. В настоящей работе применена встроенная в MATLAB функ-
ция gamultiobj, а также разработанный Серовым ГА многокритериаль-
ной оптимизации (ГАМО) [12–14].

Сравнительный анализ указанных алгоритмов в прикладной задаче
позволяет сделать следующие выводы:

— метод свертки работает быстрее, чем ГА, но требует оценки ве-
совых коэффициентов — значимость каждого показателя, что в
некоторых случаях может быть затруднительно;

— в отличие от ГА для метода свертки необходимо обязательно
формировать начальное приближение;

— вероятность попадания в локальный минимум методом свертки
больше, чем при использовании ГА.

Без ограничения общности результатов исследована МО ПУТ для
следующих исходных данных:

Начальный угол пуска с носителя УСП θ0, град . . . . . . . . . . . 0

Высота пуска H , м . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 000. . . 20 000

Дальность до цели ТН Xц, м . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 000

Начальная масса m0, кг . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 582

Начальная скорость V0, м/с . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443

Получим МО ПУТ для набора начальных условий: θ0 = 0
◦;

V0 = 443м/с; m0 = 582 кг; X0 = −120 000м; H0 = 15 000 (для
МО ПУТ 1) и 20 000 м (для МО ПУТ 2).

Результаты МО ПУТ в виде зависимостей скорости, аэродинами-
ческих коэффициентов, перегрузки и угла от времени и зависимость
высоты от дальности представлены на рис. 3.

Определим стабилизирующие компоненты МПУ, для чего из си-
стемы (32) по методу, изложенному в работе [2], необходимо полу-
чить систему в отклонениях (6) относительно многокритериально-
оптимальных траекторий (МОТ):

yk = (x− xk) = (V − V
∗
k , θ − θ

∗
k,m−m

∗
k, H −H

∗
k , X −X

∗
k) =

= (yk1, . . . , yk5) , k = 1, . . . , N ; (33)

uk = uk = Nyk, (34)

где yk — отклонение от k-й МОТ.
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Рис. 3. Результаты МО ПУТ в виде зависимостей скорости (а), аэродинамиче-
ских коэффициентов (б, в), перегрузки (г) и угла (д) от времени и зависимость
высоты от дальности (е)

Из соотношения (33) следует, что

x=yk+xk; (35)

ẋ=ẏk+ẋk. (36)

После замены переменных в уравнениях (33)–(36) получаем следую-
щую систему в отклонениях:

ẏk1 =
1

yk3+xk3
(Pg−CxaqkS− (yk3+xk3) gsin (yk2+xk2) )−ẋk1;

ẏk2 =
g

(yk1+xk1)
(u−cos (yk2+xk2))−ẋk2;

ẏk3 = fт−ẋk3;
ẏk4 = (yk1+xk1) sin (yk2+xk2) −ẋk4;
ẏk5 = (yk1+xk1) cos (yk2+xk2) −ẋk5,

(37)

где

ẋk1 =
1

xk3
(Pg − CxaqkS − xk3gsin xk2 ) ;

ẋk2 =
g

xk1
(uk − cos xk2 ) ; ẋk3=fт;

ẋk4 = xk1sinxk2; ẋk5 = xk1cosxk2;

(38)
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Для системы (37) с началом координат в ТН следует определить, по
каким компонентам будет осуществляться стабилизация (стабилиза-
ция всех компонент вектора состояния часто является излишней и в
некоторых случаях нереализуемой задачей). В рассматриваемом слу-
чае при управлении тягой и перегрузкой, а также заданном режиме
тяги двухступенчатого двигателя ОУ размерность вектора управления
равна единице, а размерность вектора состояния системы — пяти. Кро-
ме того, рассматривается движение только в вертикальной плоскости,
а основные критерии — попадание в ТН и максимизация угла подхо-
да. Поэтому достаточна стабилизация по высоте относительно МОТ в
зависимости от текущей дальности, а максимизация скорости подхода
будет обеспечена за счет экспоненциальной сходимости траектории,
формируемой МПУ, к МОТ, обладающей оптимальностью по указан-
ному критерию.

Следовательно, для получения стабилизирующих компонент в си-
стеме (37) достаточно учесть второе и четвертое уравнения, которые
приводятся к виду

ẋ2 =
g

x1
(u−cos x2 ) ;

sin x2 =
ẏk4+ẋk4
x1

.
(39)

Из первого уравнения (39) выражается величина u, а из второго — x2,
тогда

u =
ẋ2x1

g
+cos x2;

x2=arcsin

(
ẏk4+ẋk4
x1

)

.
(40)

Далее применяется метод АКАР с учетом (39) и (40), в соответ-
ствии с которым вводится макропеременная (внутреннее управление)

ψk4 = yk4 (41)

и уравнение
Tk4ψ̇k4 + ψk4 = 0. (42)

Система (40) с учетом выражений (41) и (42) примет вид

ϑyk =
ẋ2x1

g
+cos x2;

x∗2 = arcsin






−yk4
Тk4
+ẋk4

x1




;

ẋ2 =
x∗2−x2
T2

,

(43)

где ϑk — стабилизирующая компонента МПУ относительно k-й
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программно-оптимальной траектории; x∗2 — требуемое значение x2
для обеспечения сходимости yk4 к нулю по методу АКАР; Tk4 —
постоянная времени из уравнения (42), отвечающая за скорость схо-
димости yk4; T2 — константа, задающая скорость сходимости текущего
значения x2 к значению x∗2.

Стационарность процесса сходимости значения x2 к значению x∗2
(константа T2) допустима, так как значение x∗2 незначительно изменя-
ется на траектории, а в окрестности терминальной точки все МО ПУТ
совпадают.

Запишем из системы (43) выражение

ϑyk =

arcsin






−yk4
Тk4
+ẋk4

x1




 − x2

T2g
x1+cos x2 . (44)

Выражение для МПУ без свойств стабилизации имеет вид

um (x) =
N∑

k=1

uk(t)
N∏

s=1, s 6=k

(x4 (t)− xs4 (t))2

(xk4 (t)− xs4(t))2
. (45)

С учетом (44) и (45) получим МПУ

u (x) =
N∑

k=1

uk(t)
N∏

s=1, s 6=k

(x4 (t)− xs4 (t))2

(xk4 (t)− xs4(t))2
+

N∑

k=1

ϑyk. (46)

Таким образом, определено МПУ (46), реализующее нелинейное на-
ведение УСП, зависящее от текущего вектора состояния объекта и
от заранее полученных значений МО ПУТ. Условия численной ре-
ализации алгоритма МС МПУ: θ0= 0◦; V0 = 443м/с; m0 = 582 кг;
X0 = −120 000м;

X01 X02 X03 X04 X05 X06
H0, м . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 000 16 000 17 000 18 000 19 000 20 000

Результаты реализации АМС МПУ приведены на рис. 4 и 5.
Значения времени полета T и оптимальных скорости подхода VТН,

угла подхода θТН и промаха 4X для каждого варианта начальных
условий (X0 = 120 000м) приведены ниже:

H0, м . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 000 16 000 17 000 18 000 19 000 20 000

T , с . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379,13 406,28 333,23 323,69 373,85 411,03

VTH, м/с . . . . . . . . . . . . . . . 268,80 291,78 321,02 321,02 305,83 284,74

θTH, град . . . . . . . . . . . . . . – 74,19 – 88,00 – 88,97 – 86,59 – 88,40 – 87,02

ΔX , м . . . . . . . . . . . . . . . . . 3,83е+01 3,36е– 01 2,30е– 02 3,47е+00 5,25е– 01 1,78е+00
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Рис. 4. Результаты реализации АМС МПУ в виде зависимостей скорости (а),
аэродинамических коэффициентов (б, в), перегрузки (г) и угла (д) от времени и
зависимость высоты от дальности (е)

Рис. 5. Траектории полета при H0 = 15 000H0 = 15 000H0 = 15 000 (1), 16 000 (2), 17 000 (3), 18 000 (4),
19 000 (5) и 20 000 м (6)

Согласно изложенному выше, полученное МПУ (46) формирует
траектории противокорабельной ракеты, которые отслеживают свой-
ства многокритериально оптимальных программных траекторий (см.
рис. 5) и обеспечивают оптимальные значения критериев на множестве
начальных условий при высоте 15 000 ≤ H0 ≤ 20 000 км. Поэтому на
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основе аналитического выражения МПУ (46) по перегрузке Ny проти-
вокорабельной ракеты реализуется эффективный нелинейный много-
критериально оптимальный метод наведения ракеты на цель, находя-
щуюся в ТН.
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