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feedback; synthesis of the control that provides the system invariance to the external
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Введение и постановка задачи. В теории управления для реше-
ния разнообразных задач анализа и синтеза линейных динамических
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MIMO-систем (Multiple Inputs Multiple Outputs Systems), т.е. систем со
многими входами и выходами, широко используется метод Крылова. К
таким задачам относятся [1–5] вычисление сбалансированной реализа-
ции передаточной матрицы MIMO-системы в пространстве состояний;
редукция и декомпозиция модели этой системы в пространстве состо-
яний; определение управляемых и наблюдаемых подпространств; ста-
билизация с помощью обратной связи по элементам состояния; синтез
управления, обеспечивающего инвариантность системы к внешним
возмущениям и т.д.

Рассмотрим полностью управляемую линейную MIMO-систему

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (1)

где x(t) ∈ Rn — вектор состояния; u(t) ∈ Rr — векторный вход; R —
множество действительных чисел.

Корни характеристического полинома

det (λIn − A) = λ
n +

(
λn−1 ∙ ∙ ∙ λ 1

)








an−1
...
a1
a0







, (2)

где In — единичная матрица порядка n; λ ∈ C — комплексное число,
определяющее устойчивость MIMO-системы (1).

В первоначальном виде метод Крылова предназначен для решения
задачи нахождения коэффициентов характеристического полинома ма-
трицы (2) по значениям ее элементов. С позиции алгебры эта задача
имеет решение, если n векторов An−1b, . . . , A, b образуют полный ба-
зис в множестве Rn. Такой базис всегда существует (всегда найдется
подходящий вектор b), если характеристический полином (2) совпада-
ет с минимальным характеристическим полиномом.

Матрицы, удовлетворяющие приведенному ниже условию, полу-
чили название циклических матриц [6]. Отметим, что линейные (ци-
клические) подпространства, образованные векторами Ak−1b, . . . , A,
b ( k < n),

span
(
Ak−1b, . . . , A, b

)
, k < n

получили название подпространств Крылова (Krylov Subspaces) [7].
С позиций современной теории управления пара (A, b) с цикличе-

ской матрицей A называется полностью управляемой и соответствует
линейной SIMO-системе (Single Input Multi Output System), т.е. си-
стеме с одним входом и многими выходами. В этом случае матрица
управляемости Калмана

(
b Ab . . . An−1b

)
∈ Rn×n (3)

является квадратной и обратимой.
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На основе (3) для SIMO-систем Аккерманном [4], Бассом [3], а так-
же авторами работы [9] были предложены явные формулы, позволяю-
щие по коэффициентам исходного (2) и заданного характеристическо-
го полинома

det (λIn − A+BK) = λ
n +

(
λn−1 ∙ ∙ ∙ λ 1

)








dn−1
...
d1
d0








(4)

вычислить регулятор в законе управления с обратной связью

u = −Kx. (5)

Для MIMO-системы (1) матрица управляемости Калмана

C =
(
B AB ∙ ∙ ∙ An−1B

)
∈ Rn×rn (6)

является прямоугольной, что не позволяет напрямую воспользовать-
ся методом Крылова для решения задачи вычисления коэффициентов
характеристического полинома и нахождения регулятора.

Известна формула [10], связывающая матрицу управляемости (6)
MIMO-системы (1) и сопровождающую матрицу Фробениуса (матри-
цу A в канонической наблюдаемой форме [3]) для полинома (2).

Запишем сопровождающую матрицу Фробениуса

F =










0 0 ∙ ∙ ∙ 0 −a0
1 0 ∙ ∙ ∙ 0 −a1
0 1 ∙ ∙ ∙ 0 −a2
...

...
. . .

...
...

0 0 ∙ ∙ ∙ 1 −an−1










(7)

в компактном виде
F = En − ae

т
n.

Здесь

En =










0 0 ∙ ∙ ∙ 0 0
1 0 ∙ ∙ ∙ 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 ∙ ∙ ∙ 0 0
0 0 0 1 0









∈ Rn×n; a =








an−1
...
a1
a0







∈ Rn; (8)

en — единичный орт с единицей на n-м месте. Тогда существует ра-
венство [10]

AC = C (F ⊗ Ir) , (9)

где ⊗ — символ операции кронекерова произведения матриц.
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В настоящей работе решается следующая задача. На основе пре-
образований ленточных матриц управляемости требуется найти лен-
точную формулу, связывающую параметры MIMO-системы и коэффи-
циенты характеристического полинома (2). Использовать полученную
формулу для явного описания регулятора MIMO-системы, обеспечи-
вающего системе, замкнутой управлением (5), коэффициенты харак-
теристического полинома, как у (4).

Ленточная формула для определения коэффициентов характе-
ристического полинома MIMO-системы. Рассмотрим представле-
ние матрицы управляемости (6) в следующем блочно-матричном ви-
де [5]:

C =
(
In 0 0 ∙ ∙ ∙ 0

)










In −A ∙ ∙ ∙ 0 0
0 In ∙ ∙ ∙ 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 ∙ ∙ ∙ In −A
0 0 0 0 In










−1

(In ⊗ B) ,

или в обобщенной форме

C = β Ω−1α . (10)

В (10) использованы матрицы

β =
(
In 0 0 ∙ ∙ ∙ 0

)
∈ Rn×n

2

; (11)

Ω =










In −A ∙ ∙ ∙ 0 0
0 In ∙ ∙ ∙ 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 ∙ ∙ ∙ In −A
0 0 0 0 In









= In ⊗ In − En ⊗ A; (12)

α =










B 0 ∙ ∙ ∙ 0 0
0 B ∙ ∙ ∙ 0 0
...

...
. . . 0 0

0 0 ∙ ∙ ∙ B 0
0 0 ∙ ∙ ∙ 0 B









= In ⊗ B; (13)

En =










0 1 ∙ ∙ ∙ 0 0
0 0 ∙ ∙ ∙ 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 ∙ ∙ ∙ 0 1
0 0 0 0 0









∈ Rn×n.
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Воспользовавшись соотношениями (10)—(13), запишем уравнение
(9) в компактном виде

Aβ Ω−1α = β Ω−1α (F ⊗ Ir),

или эквивалентно

(
Aβ − β

)
(
Ω 0
0 Ω

)−1(
α

α (F ⊗ Ir)

)

= 0. (14)

Введем понятие “левый и правый аннулятор” [11] (матричных де-
лителей нуля), тогда уравнение (14) можно переписать в виде, анало-
гичном уравнению, приведенному в работе [9]:

(
α

α (F ⊗ Ir)

)

=

(
Ω 0
0 Ω

)
(
Aβ − β

)⊥
R

(
μ1
μ2

)

. (15)

В формуле (15) матрица
(
Aβ − β

)⊥
R

— правый делитель нуля
максимального ранга матрицы

(
Aβ − β

)
[11]:

(
Aβ − β

) (
Aβ − β

)⊥
R
= 0 ∈ Rn×s, s = n2 − rank

(
Aβ − β

)
.

С помощью (11) правый делитель нуля
(
Aβ − β

)⊥
R

можно опре-
делить в явном виде [11]. Нетрудно показать, что выполняется тожде-
ство

(
Aβ − β

)⊥
R
=

(
βтA⊥R βт β⊥R
0 βтA 0

)

, (16)

где β+ — матрица, псевдообратная к матрице β; A⊥R — правый делитель
нуля матрицы A; β⊥R — правый делитель нуля матрицы (11).

В соответствии с матрицей (11) β+ = βт. Тогда вместо соотноше-
ния (16) можно записать

(
Aβ − β

)⊥
R
=

(
βтA⊥R βт β⊥R
0 βтA 0

)

, (17)

где

β⊥R =










0 0 ∙ ∙ ∙ 0
In 0 ∙ ∙ ∙ 0
0 In ∙ ∙ ∙ 0
...

...
. . .

...
0 0 ∙ ∙ ∙ In









=

(
0

In−1 ⊗ In

)

.

Проверяя формулу (16), получаем

(
Aβ − β

)
(
βтA⊥R βт β⊥R
0 βтA 0

)

=

=
(
AββтA⊥R Aββт − ββтA − ββ⊥R

)
=

=
(
AA⊥R A− A 0

)
=
(
0 0 0

)
.
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Если матрица A — обратимая, то A⊥R = 0 [11] и формула (16)
преобразуется к относительно простой формуле

(
Aβ − β

)⊥
R
=

(
βт β⊥R
βтA 0

)

.

Действительно, проверяя, получаем

(
Aβ − β

)
(
βт β⊥R
βтA 0

)

=
(
Aββт − ββтA Aββ⊥R

)
=
(
0 0

)
.

Подставляя (17) в (15), записываем соотношение

(
α

α (F ⊗ Ir)

)

=

(
Ω 0
0 Ω

)(
βтA⊥R βт β⊥R
0 βтA 0

)



μ1
μ2
μ3



 , (18)

которое будем рассматривать как уравнение относительно матрицы
Фробениуса F (7).

Выполним для уравнения (18) следующее преобразование (слева):
(

I2 ⊗

(
α⊥L
α+

))(
α

α (F ⊗ Ir)

)

=

=

(

I2 ⊗

(
α⊥L
α+

))(
Ω 0
0 Ω

)(
βтA⊥R βт β⊥R
0 βтA 0

)



μ1
μ2
μ3



 , (19)

где

I2 ⊗

(
α⊥L
α+

)

=







α⊥L 0
α+ 0
0 α⊥L
0 α+







— невырожденная матрица, ненулевые блоки которой удовлетворяют
тождеству (

α⊥L
α+

)

α =

(
0
Irankα

)

.

Здесь α+ — матрица, псевдообратная к матрице α; α⊥L — левый де-
литель нуля матрицы (13) максимального ранга (определение левого
делителя нуля симметрично определению правого делителя нуля [11]).

На основе (19) получим два матричных уравнения:
(

0
Irankα

)

=

=

(
α⊥LΩ
α+Ω

)
(
βтA⊥R βт β⊥R

)
(
μ1
μ2

)
(
In ⊗ In 0

)



μ1
μ2
μ3



 ;
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(
0

F ⊗ Ir

)

=

(
α⊥LΩ

α+Ω

)
(
0 βтA 0

)



μ1
μ2
μ3



 ,

которые перепишем в виде трех матричных соотношений:

(
0
0

)

=

(
α⊥LΩ 0

0 α⊥LΩ

)(
βтA⊥R βт β⊥R

0 βтA 0

)


μ1
μ2
μ3



 ; (20)

Irankα = α
+Ω
(
βтA⊥R βт β⊥R

)



μ1
μ2
μ3



 ; (21)

F ⊗ Ir = α
+Ω
(
0 βтA 0

)



μ1
μ2
μ3



 . (22)

Рассмотрим уравнения (20), (21) как условия для выбора матри-
цы
(
μт
1 μ

т
2 μ

т
3

)т
, а уравнение (22) — как собственно решение, т.е.

матрицу Фробениуса F (7).

Проанализируем (20), вследствие чего справедливы равенства



μ1
μ2
μ3



 =

(
α⊥LΩ 0
0 α⊥LΩ

)(
βтA⊥R βт β⊥R
0 βтA 0

) ∣∣
∣
∣
∣

⊥

R

=

=

(
α⊥LΩβ

тA⊥R α⊥LΩβ
т α⊥LΩβ

⊥
R

0 α⊥LΩβ
тA 0

)⊥

R

,

т.е. матрица
(
μт
1 μ

т
2 μ

т
3

)т
— правый делитель нуля матрицы макси-

мального ранга
(
α⊥LΩβ

тA⊥R α⊥LΩβ
т α⊥LΩβ

⊥
R

0 α⊥LΩβ
тA 0

)

,

которая должна удовлетворять дополнительному соотношению (21):

α+Ω
(
βтA⊥R βт β⊥R

)



μ1
μ2
μ3



 = Irankα,

или в раскрытом виде

α+ΩβтA⊥Rμ1 + α
+Ωβтμ2 + β

⊥
Rμ3 = Irankα.

Допустим, что это действительно так. Тогда имеет место формула
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F ⊗ Ir=α
+Ω
(
0 βтA 0

)
(
α⊥LΩβ

тA⊥R α⊥LΩβ
т α⊥LΩβ

⊥
R

0 α⊥LΩβ
тA 0

)⊥

R

=

= α+Ω
(
0 βтA 0

)



μ1
μ2
μ3



 = α+Ωμ2. (23)

Подставляя в (23) ленточные матрицы [9]

α+ =










B+ 0 ∙ ∙ ∙ 0 0
0 B+ ∙ ∙ ∙ 0 0
...

...
. . . 0 0

0 0 ∙ ∙ ∙ B+ 0
0 0 ∙ ∙ ∙ 0 B+









= In ⊗ B

+;

α⊥L =










B⊥L 0 ∙ ∙ ∙ 0 0
0 B⊥L ∙ ∙ ∙ 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 ∙ ∙ ∙ B⊥L 0
0 0 ∙ ∙ ∙ 0 B⊥L









= In ⊗ B

⊥
L ,

где
B⊥LB = 0, rankB⊥L = n− r, (24)

получаем ленточную формулу, связывающую коэффициенты характе-
ристического полинома MIMO-системы с парой (A, B) без явного
участия матрицы управляемости (6):

F ⊗ Ir =
(
In ⊗ B

+
)
Ωμ2. (25)

В раскрытом виде согласно (7), (12) ленточная формула (25) имеет
вид

(En − ae
т
n)⊗ Ir =

(
In ⊗ B

+
) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
μ2, (26)

где 


μ1
μ2
μ3



 =

(
Ψ11 Ψ12 Ψ13
0 Ψ22 0

)⊥

R

; (27)

Ψ11 = α
⊥
LΩβ

тA⊥R =
(
In ⊗ B

⊥
L

) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
(
A⊥R
0

)

; (28)

Ψ12 = α
⊥
LΩβ

т =
(
In ⊗ B

⊥
L

) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
(
In
0

)

; (29)

Ψ13 = α
⊥
LΩβ

⊥
R =

(
In ⊗ B

⊥
L

) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
(

0
In−1 ⊗ In

)

; (30)
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Ψ22 = α
⊥
LΩβ

тA =
(
In ⊗ B

⊥
L

) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
(
A
0

)

; (31)

(
In ⊗ B

+
) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
×

×

(
A⊥R
0

In
0

0
In−1 ⊗ In

)



μ1
μ2
μ3



 = Irankα. (32)

Выражение (32) следует рассматривать как условие нормировки.
В случае динамической системы с одним входом и многими выхо-

дами (SIMO-системы)

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t)

r = 1 и формула (26) принимает упрощенный вид:

En − ae
т
n =

(
In ⊗ b

+
) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
μ2.

Таким образом, вектор коэффициентов характеристического полинома
a (8) определяется по следующей ленточной формуле (записанной в
форме кронекерова произведения):

a =
((
In ⊗ b

+
) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
μ2 − En

)
en,

или с учетом тождества Enen = en−1

a =
(
In ⊗ b

+
) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
μ2en − en−1. (33)

Формула (33) эквивалентна формуле, ранее полученной в работе [9]:










a0
a1
...
an−1
1









=












−b+A 0 0 ∙ ∙ ∙ 0
b+ −b+A 0 ∙ ∙ ∙ 0
0 b+ −b+A ∙ ∙ ∙ 0

0 0 b+
. . .

...
...

...
...

. . . −b+A
0 0 0 ∙ ∙ ∙ b+












×

×












−b⊥LA 0 0 ∙ ∙ ∙ 0
b⊥L −b⊥LA 0 ∙ ∙ ∙ 0
0 b⊥L −b⊥LA ∙ ∙ ∙ 0

0 0 b⊥L
. . .

...
...

...
...

. . . −b⊥LA
0 0 0 ∙ ∙ ∙ b⊥L












⊥

R

. (34)

Ленточная формула регулятора MIMO-системы. Для вывода яв-
ной формулы регулятора MIMO-системы, обеспечивающего этой си-
стеме, замкнутой управлением (5), коэффициенты как у характеристи-
ческого полинома (4), применим выражение (26). Очевидно, что для

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2014. № 3 11



замкнутой системы можно записать

(En − de
т
n)⊗ Ir =

(
In ⊗ B

+
) (
In ⊗ In − En ⊗ (A− BK)

) a
μ2, (35)

где

d =








dn−1
...
d1
d0







;

a
μ — некоторая подходящая матрица.

Примем, что матрица A−BK асимптотически устойчивая и, следо-
вательно, невырожденная. В этом случае правый делитель нуля A⊥R = 0
и вместо формул (27)—(32) запишем:

a
Ψ11 = 0;




a
μ2
a
μ3



 =




a
Ψ12

a
Ψ13

a
Ψ22 0





⊥

R

; (36)

a
Ψ12 =

(
In ⊗ B

⊥
L

) (
In ⊗ In − En ⊗ (A− BK)

)
(
In
0

)

; (37)

a
Ψ13 =

(
In ⊗ B

⊥
L

) (
In ⊗ In − En ⊗ (A− BK)

)
(

0
In−1 ⊗ In

)

; (38)

a
Ψ22 =

(
In ⊗ B

⊥
L

) (
In ⊗ In − En ⊗ (A− BK)

)
(
A− BK
0

)

; (39)

(
In ⊗ B

+
) (
In ⊗ In − En ⊗ (A− BK)

)
×

×

(
In 0
0 In−1 ⊗ In

)



a
μ2
a
μ3



 = Irankα.

Нетрудно заметить, что в силу (24) вместо формул (37)—(39) следует
записать

a
Ψ12 =

(
In ⊗ B

⊥
L

) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
(
In
0

)

= Ψ12;

a
Ψ13 =

(
In ⊗ B

⊥
L

) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
(

0
In−1 ⊗ In

)

= Ψ13;

a
Ψ22 =

(
In ⊗ B

⊥
L

) (
In ⊗ In − En ⊗ A

)
(
A
0

)

= Ψ22,
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т.е. матрицы Ψ12, Ψ13 и Ψ22 инварианты относительно действия обрат-
ной связи (5). Откуда следует, что и матрицы (36) также инвариантны
к обратной связи.

На основе выполненного анализа вместо формулы (35) запишем

(En − de
т
n)⊗ Ir =

(
In ⊗ B

+
) (
In ⊗ In − En ⊗ (A− BK)

)
μ2. (40)

Вычтем соответствующие части выражений (26) и (40), в резуль-
тате получим

(a− d) eтn ⊗ Ir =
(
In ⊗ B

+
) (
En ⊗ BK

)
μ2.

Следовательно, запишем цепочку утверждений

(a− d) eтn ⊗ Ir =
(
En ⊗K

)
μ2;

((a− d) eтn ⊗ Ir)μ
+
2 = En ⊗K. (41)

Выражение (41), записанное в виде

En ⊗K = ((a− d) e
т
n ⊗ Ir)μ

+
2 , (42)

и есть искомая явная формула регулятора.
Отметим, что множество регуляторов {K}, удовлетворяющих

условиям задачи обеспечения заданного характеристического полино-
ма MIMO-системы (1), в рассматриваемом случае порождается левым
делителем нуля μ⊥L2 матрицы μ2. Другими словами, при любой невы-
рожденной матрице T подходящего размера справедливо тождество

(a− d) eтn ⊗ Ir =
(
En ⊗K + Tμ

⊥L
2

)
μ2.

Если произведение Tμ⊥L2 наделить структурой кронекерова произ-
ведения матриц En⊗K, т.е. En⊗f(Tμ⊥L2 ), тогда вместо формулы (42)
можно записать условие параметризации множества регуляторов:

En ⊗
(
K + f(Tμ⊥L2 )

)
= ((a− d) eтn ⊗ Ir)μ

+
2 .

Таким образом, в настоящем исследовании представлен подход к ана-
лизу и синтезу линейной динамической системы со многими вхо-
дами и многими выходами (MIMO-системы) на основе ленточных
формул.
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