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Рассмотрена общая задача синтеза оптимального управления, которая за-
ключается в нахождении управления как функции от координат пространства
состояний для области начальных значений. Для ее решения применен числен-
ный метод сетевого оператора, позволяющий находить структуру и параме-
тры многомерной функции. Полученная в результате синтеза система упра-
вления кроме функций от координат пространства состояний содержит еще
и логическую функцию, что позволяет отнести данную систему управления
к классу интеллектуальных систем. Приведен пример решения задачи обще-
го синтеза системы управления пространственным движением беспилотного
вертолета.
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Проблема синтеза системы управления заключается в нахождении
управления как функции координат пространства состояний. Получен-
ная в результате синтеза многомерная функция называется синтезиру-
ющей. Проблема поиска синтезирующей функции заключается в том,
что искомая функция является многомерной, негладкой и имеет раз-
рывы по сложным поверхностям в пространстве состояний объекта.

Наиболее известным методом для решения задачи синтеза является
метод аналитического конструирования оптимальных регуляторов [1],
который позволяет получить управление как линейную функцию коор-
динат пространства состояний для объекта управления, описываемого
линейной системой дифференциальных уравнений, и квадратичного
критерия качества.
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Другие аналитические методы синтеза, например метод аналити-
ческого конструирования агрегированных регуляторов [2, 3], требуют
для решения задачи ясного понимания поведения оптимальной систе-
мы, чтобы построить притягивающее многообразие или поверхности
переключения, что ограничивает область их применения.

Последние достижения в области алгоритмизации и развитие вы-
числительной техники позволяет сегодня создавать численные методы
для решения задачи синтеза управления. Одним из таких методов явля-
ется метод сетевого оператора [4–8], позволяющий за счет представле-
ния многомерной функции в виде целочисленной матрицы, элементы
которой указывают на унарные и бинарные операции, выполняемые
при вычислении функции, находить решение с помощью, например,
генетического алгоритма.

Проблема общей задачи синтеза управления [9, 10] состоит в на-
хождении синтезирующей функции для области начальных значений.
Если предположить, что синтезирующая функция представляет собой
комбинацию различных функций, каждая из которых оптимальна для
определенной области пространства состояний, то возникает идея син-
тезировать каждую функцию отдельно, например для определенных
начальных значений, а затем выбирать необходимую функцию в про-
цессе управления. В этом случае система управления должна включать
в себя подсистему для принятия решений по выбору синтезирующей
функции.

Для поиска логической функции используем логический сетевой
оператор, который отличается тем, что строится на множестве ло-
гических операций [11, 12]. Наличие логического вывода в системе
позволяет утверждать, что полученная система управления относится
к классу интеллектуальных систем.

Рассмотрим общую задачу синтеза управления. Задана модель объ-
екта управления в виде системы обыкновенных дифференциальных
уравнений

ẋ = f (x,u) , (1)

где x ∈ Rn, u ∈ Rm, m ≤ n.
Задано ограничение на управление

u ∈ U, (2)

где U — ограниченное замкнутое множество.
Заданы терминальные условия

ϕi (x (tf )) = 0, i = 1, l, (3)

где tf — время окончания процесса управления (может быть не задано),
определяемое по выполнению условий (3).
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Заданы ограниченный снизу функционал

J =

tf∫

0

f0 (x (t) ,u (t)) dt (4)

и область начальных состояний

X0 ⊆ R
n. (5)

Необходимо найти математическое выражение в виде

u = h (x) , ∀t > 0, h (x (t)) ⊆ U, (6)

где h (x) — однозначное не обязательно непрерывное или дифферен-
цируемое отображение, h (x) : Rn → Rm.

Искомое отображение (6) должно обладать следующим свойством:
∀x0 ∈ X0 решение x (t) системы ẋ = f (x,h (x)) с начальными усло-
виями

x (0) = x0 ∈ X0 (7)

должно удовлетворять терминальным условиям (3) и минимизировать
функционал (4) в том смысле, что если решить задачу оптимального
управления для тех же начальных значений (7), то значение функцио-
нала (4) будет таким же, как и при решении задачи синтеза:

J
(
x0, h̃ (x)

)
= J

(
x0, ũ ( ∙ )

)
, (8)

где h̃ (x) — решение задачи синтеза (1)–(6); ũ ( ∙ ) — решение задачи
оптимального управления (1)–(4), (7).

Основной особенностью задачи синтеза (1)–(6) является поиск од-
ной функции h (x) для всех начальных условий из заданной обла-
сти X0.

Пусть множество начальных условий состоит из одной точки

X0 =
{
x0
}
. (9)

Тогда в постановке (1)–(4), (7) решение задачи оптимального управле-
ния существует.

Пусть мы имеем численный алгоритм, который решает задачу
оптимального управления (1)–(4), (7) с заданной точностью за конеч-
ное число шагов. Применяем этот алгоритм для каждого x̃ (ti), ti > 0,
как для начального значения. Для значения x̃ (ti) получаем оптималь-
ное управление ũ ( ∙ ). Возьмем из полученного управления первое
значение ũ (ti). Данное значение зависит от начальных условий или
от x̃ (ti). Используем ũ (ti) для получения x̃ (ti+1). После этого вновь
решаем задачу оптимального управления, считая x̃ (ti+1) начальным
условием. Снова получаем ũ (ti+1) и т.д. В результате находим упра-

98 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2013. № 1



вление в виде функции координат пространства состояний (6). Следо-
вательно, алгоритм решения задачи оптимального управления (1)–(4),
(7) за конечное число шагов обеспечивает решение задачи синтеза с
точечным начальным значением (9).

Выберем во множестве начальных значений (5) конечное число
точек

X̄0 =
{
x0,1, . . . ,x0,k

}
⊆ X0. (10)

Решив задачу синтеза для каждого начального значения, получим
множество решений

H =
{
h̃
1
(x) , . . . , h̃

k
(x)
}
, (11)

где hi (x) – решение задачи синтеза для начального значения x0,i,
i = 1, k.

Допустим, что ∀x (0) ∈ X0 ∃h̃
i
(x) ∈ H, 1 ≤ i ≤ k, что u = h̃

i
(x)

является решением задачи синтеза не только для начального условия
x0,i, но и для начального условия x (0) 6= x0,i. В результате после
решения задач синтеза для k начальных условий из множества X̄0
необходимо решить задачу выбора одного из найденных решений для
конкретного начального значения ∀x (0) ∈ X0. Следует учитывать, что
выбор не всегда должен определяться близостью x (0) к x0,i, 1 ≤ i ≤ k.

На практике общая задача синтеза всегда решается на этапе проек-
тирования. Если удается формализовать оценку качества управления в
виде функционала (4), то различные синтезирующие функции опреде-
ляют различные режимы управления, например режим стабилизации в
окрестности стационарного состояния или режим маневра при движе-
нии к целевой точке. Заметим, что в обоих указанных случаях режим
управления зависит от начального состояния объекта управления.

Сформулируем задачу выбора синтезирующей функции из множе-
ства решений (11). Для заданных начальных условий x (0) ∈ X0 необ-

ходимо выбрать синтезирующую функцию h̃
i
(x) ∈ H, которая обес-

печивает минимальное значение функционала (4). Выбор синтезирую-
щей функции должен осуществляться в процессе режима управления,
поэтому для осуществления выбора необходимо также синтезировать
функцию принятия решения

z = w (D) , (12)

где z — целое число от 0 до k − 1; D — матрица размера n× k:

D =






x0,11 − x1 (0)
...

x0,1n − xn (0)

. . .
. . .
. . .

x0,k1 − x1 (0)
...

x0,kn − xn (0)




 ; (13)

w (D) : Rn × Rk → {0, . . . , k − 1}.
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Функцию w (D) представим в виде сложной функции

z = g (W) , (14)

гдеW — целочисленная матрица размера n× p:

W =






w1,1 . . . w1,p
...

. . .
...

wn,1 . . . wp,p




 , (15)

wi,j ∈ {0, . . . , k − 1}, i = 1, n, j = 1, p, p ≤ k.
Для вычисления значения wi,j , i = 1, n, j = 1, p используем дис-

кретизацию выборочных разностей векторов x0,r−x (0), r = 1, k. Для
того чтобы отобрать разности, ведем целочисленный вектор

α = [α1 . . . αk]
т
, (16)

где αr ∈ {0, 1}.
Тогда

wi,j = β (σ (yi,r)) , j =
r∑

l=1

αr, (17)

где σ (A) — монотонно неубывающая функция; β (y) — функция дис-
кретизации;

yi,r = αr
(
x0,ri − xi (0)

)
. (18)

Для выполнения операций дискретизации находим граничные зна-
чения аргумента y− ≤ y ≤ y+, определяем приращения аргумента
в соответствии со значением p, числом рассматриваемых для выбора
решений, как

Δy =
y+ − y−

p− 1
. (19)

Находим дискретные значения аргумента

yj = y
− + jΔy, j = 0, p− 1. (20)

Определяем значения функции дискретизации, если

yi ≤ y ≤
yi + yi+1
2

, (21)

то β (y) = j.
Для синтеза системы выбора решений необходимо найти вектор

α размерности k, состоящий из 0 и 1, и две функции: монотонно–
неубывающую функцию σ (A) и целочисленную функцию матричного
аргумента g (W).

Для решения задачи поиска синтезирующих функций h̃
i
(x) ∈ H

и неубывающей функции σ (A) используем метод сетевого оператора
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[4–10], а для поиска целочисленной функции g (W) используем метод
логического сетевого оператора.

Метод сетевого оператора предназначен для поиска записи ма-
тематического выражения, построенного на множестве перемен-
ных X = (x1, . . . , xn), параметров Q = (q1, . . . , qP ), унарных опе-
раций O1 = (ρ1 (z) = z, ρ2 (z) , . . . , ρW (z)) и бинарных операций
O2 = (χ0 (z

′, z′′) , . . . , χV−1 (z
′, z′′)). Метод позволяет записать матема-

тическое выражение в виде ориентированного графа. Граф указывает
на порядок вычислений, аргументы и операции, которые необходимо
выполнить. Узлы-источники связаны с параметрами и переменными.
Остальные узлы графа связаны с бинарными операциями. Дуги графа
связаны с унарными операциями.

В памяти компьютера сетевой оператор представляют в виде цело-
численной матрицы, которая по своей структуре соответствует матри-
це смежности графа, только вместо единиц, соответствующих дугам
графа, указывают номера унарных операций, а на диагонали вместо
нулей указывают номера бинарных операций.

Например, рассмотрим математическое выражение

y = x1 + sinx1 + q1x1e
−x2 .

Для данного выражения имеем следующие множества перемен-
ных X = (x1, x2), параметров Q = (q1), множество унарных опера-
ций O1 = (ρ1 (z) = z, ρ3 (z) = −z, ρ6 (z) = ez, ρ12 (z) = sin z), множе-
ство бинарных операций O2 = (χ0 (z′, z′′) = z′ + z′′, χ1 (z′, z′′) = z′z′′).
Номера операций здесь соответствуют таблице, приведенной в рабо-
тах [4, 5].

Матрица сетевого оператора имеет вид

Ψ =

















0 0 0 1 1 0 0 12 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 3 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 6 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

















.

Метод логического сетевого оператора включает в себя использует
множества логических унарных и бинарных операций O1=

(
ϕ1 (y) , . . .

. . . , ϕW (y)
)
, O2 = (ω0 (y′, y′′) , . . . , ωV (y′, y′′)).

Для поиска монотонной функции σ (A) ограничиваем набор унар-
ных операций только монотонно неубывающими функциями.
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Пример синтеза системы управления. Метод использовался для
синтеза системы управления пространственным движением беспилот-
ного вертолета.

Математическая модель объекта управления описывалась уравне-
ниями

ẋ = Vx, V̇x =
u2

m
cos γ sinϑ;

ẏ = Vy, V̇y =
u2

m
cos γ cosϑ− g;

ż = Vz, V̇z =
u2

m
sin γ;

γ̇ = ωx, ω̇x =
u3

Ixx
;

ϑ̇ = ωz, ω̇z =
u1

Izz
,

где x, y, z — координаты центра масс; Vx, Vy, Vz — проекции вектора
скорости на оси координат; γ, ϑ — углы поворота вокруг осей коорди-
нат; ωx, ωz — угловые скорости вращения; u2 — сила тяги винтов; u1,
u3 — моменты вокруг осей координат.

Необходимо построить систему автоматического управления про-
странственным движением квадротора.

Задана пространственная траектория в виде точек пространства

Y =
([

x∗1 y∗1 z∗1
]т
, . . . ,

[
x∗N y∗N z∗N

]т)
.

Необходимо построить систему управления, которая обеспечит
движение объекта по пространственной траектории в окрестности
заданных точек и при этом как можно быстрее достичь последней
точки. Управление должно минимизировать функционалы

J1= max
j∈{1,...,N}

{
min
t>0

{∥∥[x (t) y (t) z (t)
]т
−
[
x∗j y∗j z∗j

]т∥∥}
}
→min,

J2 = tf + s
k → min,

где tf — время достижения последней точки, tf = t, если
∥
∥[ x (t) y (t) z (t)

]т
−
[
x∗N y∗N z∗N

]т∥∥ < ε;

s – штраф за прохождение объекта вдали от точки траектории (s > 1),
k — число недостигнутых точек, если

min
t>0

{∥∥[ x (t) y (t) z (t)
]т
−
[
x∗j y∗j z∗j

]т∥∥} > ε.

Проблема синтеза системы управления заключалась в том, чтобы
переключать точки в определенные моменты времени в соответствии
с состоянием объекта управления по отношению к участку простран-
ственной траектории.
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Движение квадротора по отношению к пространственной траекто-
рии определялось его положением относительно двух точек траекто-
рии, текущей и следующей, поэтому при синтезе управления можно не
рассматривать всю траекторию, а достаточно рассмотреть задачу син-
теза системы стабилизации относительно текущей точки из области
начальных значений и синтеза логической функции, которая обеспе-
чивает переключение от текущей точки к следующей. Синтезирующие
функции в задаче стабилизации будут отличаться друг от друга в за-
висимости от начального состояния объекта по отношению к текущей
и следующей точкам траектории.

Синтезирующие функции для задачи стабилизации имели вид

u1 = h1
(
x∗j − x, Vx, ϑ, ωz

)
, u2 = h2

(
y∗j − y, Vy

)
,

u3 = h3
(
z∗j − z, Vz, γ, ωx

)
.

Для построения функции логического выбора использовалась дис-
кретизация и два значения функцииz ∈ {0, 1}. Синтезирующая функ-
ция логического выбора имела вид

z = w





















x∗j − x x∗j+1 − x
Vx Vx

y∗j − y y∗j+1 − y
Vy Vy

z∗j − z z∗j+1 − z
Vz Vz





















.

Выводы. Метод сетевого оператора может быть успешно приме-
нен для задачи синтеза оптимального управления интеллектуальными
системами. Метод позволяет находить приближенные синтезирующие
функции в виде арифметических сетевых операторов, а выбор функ-
ций в процессе управления осуществлять с помощью логического се-
тевого оператора.

Работа выполнена по грантам РФФИ № 10-08-00618-а, № 11-08-
00532-а.
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