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Рассмотрены вопросы реализации булевых функций схемами, содержащими
функциональные элементы. Предложен метод асимптотически наилучшей ре-
ализации булевых функций схемами в полном произвольном конечном бази-
се. В этом методе применены разработанная автором модификация метода
О.Б. Лупанова для базиса, состоящего из элементов весом 1, которые реализу-
ют дизъюнкцию, конъюнкцию и отрицание, а также принцип использования не
всюду определенных функций. Такая модификация более универсальна: все блоки
схемы не зависят от реализуемой функции, которая определяет только соеди-
нения входов и выходов блоков. В случае произвольного базиса схема включает
в себя цепочки самых “дешевых” элементов. Указанные цепочки реализуют не
всюду определенные булевы функции, которые на наборе из всех нулей равны
нулю, а на наборах, содержащих одну единицу, — единице.
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Разработка оптимальных по различным критериям устройств обра-
ботки дискретной информации является актуальной областью совре-
менной науки и техники. В связи с развитием элементной базы можно
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создавать устройства, реализующие сложные преобразования. Наибо-
лее распространенное средство моделирования указанных устройств —
схемы, состоящие из функциональных элементов, реализующих функ-
ции алгебры логики (булевы функции). В настоящей статье рассмо-
трены вопросы оптимальной реализации булевых функций схемами
из функциональных элементов в произвольном базисе.

Функция, переменные которой принимают значения из множества
{0, 1} и которая принимает значения из этого множества, называется
булевой. Множество всех булевых функций обозначим как P2.

Задача реализации функций из множества P2 схемами из функцио-
нальных элементов в произвольном базисе заключается в следующем.

Пусть Φ — произвольная конечная полная система функций мно-
жества P2, каждая из которых (кроме функций, тождественно равных
константе) существенно зависит от конечного числа всех своих пере-
менных. Константы полагаем функциями одной переменной. Системе
Φ сопоставим базис B, состоящий из реализующих ее функции эле-
ментов с одним состоянием, каждому из которых соответствует поло-
жительное число (вес элемента). Из элементов базиса строим схемы,
в которых каждый вход каждого элемента присоединен либо к выходу
другого элемента, либо к входу схемы. При этом запрещается соеди-
нять выходы различных элементов и образовывать “петли обратной
связи” (ориентированные циклы). Выходами схемы являются выходы
некоторых элементов. Известно, что каждая схема реализует систему
булевых функций. Отметим, что любой элемент базиса имеет один
выход.

Критерием оптимальности схемы принимаем сумму весов ее эле-
ментов, которую назовем сложностью схемы S и обозначим как L(S).

На практике наиболее востребована задача нахождения функцио-
нала LB(f), равного минимальной сложности схем в базисе B, реали-
зующих функцию f . В настоящее время эффективного метода (отлич-
ного от перебора схем) решения этой задачи в случае произвольных
булевых функций не существует. Ввиду этого часто рассматривают за-
дачу исследования асимптотического поведения функционала LB(n),
равного максимуму функционалов LB(f), f ∈ P n2 , где P n2 — множество
булевых функций переменных x1, x2, . . . , xn.

Для элемента базиса, имеющего не менее двух входов, его приве-
денным весом называется отношение веса к уменьшенному на едини-
цу числу входов. Приведенный вес базиса — это минимум приведен-
ных весов его элементов.

Задача асимптотически наилучшей реализации булевых функций
схемами в произвольном полном конечном булевом базисе решена
О.Б. Лупановым [1]. Однако в отличие от разработанного им же мето-
да асимптотически наилучшей реализации булевых функций схемами
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из функциональных элементов в базисе B0, состоящем из имеющих
вес 1 элементов, которые реализуют дизъюнкцию, конъюнкцию и от-
рицание [2], приведенный в работе [1] метод достаточно сложен для
восприятия, особенно разработчиками устройств обработки дискрет-
ной информации. Имеются публикации по реализации булевых функ-
ций схемами в случае конкретных базисов, отличных от базиса B0 [3].

В предлагаемом методе применены разработанные автором моди-
фикация метода Лупанова для базиса B0 и принцип использования не
всюду определенных функций.

Сначала рассмотрим метод Лупанова для базиса B0, который явля-
ется ярким примером относительно простого решения довольно труд-
ной задачи. На основе этого метода получено много результатов в обла-
сти синтеза управляющих систем. Кроме того, он нагляден и вполне
доступен для первоначального ознакомления с проблематикой синтеза
оптимальных схем.

Пусть f — произвольная булева функция n переменных. Вве-
дем параметр r и переменные функции f разобьем на две группы
x1, x2, . . . , xr и y1, y2, . . . , yn−r. Функцию f будем задавать булевой
(2r, 2n−r)-матрицей M f следующим способом.

Набор x1, x2, . . . , xr (y1, y2, . . . , yn−r) обозначим как x̃ (ỹ), набор
x1, x2, . . . , xr (y1, y2, . . . , yn−r), являющийся двоичной записью числа
t (числа s), — как Xt (Ys). Строки и столбцы матриц пронумеруем,
начиная с нуля. Элемент матрицыM f , расположенный на пересечении
t-й строки и s-го столбца, — значение f(Xt, Ys).

Введем параметр s, разобьем матрицу M f на полосы, каждая из
которых, кроме последней, содержит s строк. Число p полос матрицы
M f равно ]2r/s[. Число строк последней полосы матрицы M f обозна-
чим как s′, i-ю полосу матрицы M f — как M fi , 1 ≤ i ≤ p.

Пусть fi(x̃, ỹ) — функция, совпадающая с функцией f на полосе
M fi и равная нулю вне этой полосы. Дизъюнкцию обозначим знаком
“∪”.

В методе Лупанова использовано следующее представление про-
извольной булевой функции f :

f(x̃, ỹ) =

p⋃

i=1

fi(x̃, ỹ).

Реализация функций fi(x̃, ỹ) осуществляется следующим образом.
Обозначим через xu булеву функцию двух переменных, такую, что
x1 = x и x0 = x.

ПустьKm(z1, z2, . . . , zt), 0 ≤ m ≤ 2t−1— конъюнкция za11 z
a2
2 . . . z

at
t ,

где числа ai определяются из равенства m =
t∑

i=1

ai2
t−i. Отметим, что
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набор a1a2 . . . at — это двоичная запись числа m. Столбец высотой
h, являющийся двоичной записью числа t, 0 ≤ t ≤ 2h − 1, назовем
(h, t)-столбцом.

Функцию, у которой каждый столбец i-й полосы представляет со-
бой (s, t)-столбец, 0 ≤ t ≤ 2s−1, обозначим как f ti (x̃). Пусть f t,1i (x̃, ỹ)
— функция, получающаяся из функции fi(x̃, ỹ) заменой всех (s, k)-
столбцов, k 6= t, (s, 0)-столбцами.

Нетрудно проверить, что

fi(x̃, ỹ) =
2s−1⋃

t=0

f t,1i (x̃, ỹ).

Рассмотрим реализацию функций f t,1i (x̃, ỹ). Пусть ui,t(x̃) – функ-
ция, у которой все столбцы i-й полосы ее матрицы являются(s, t)-
столбцами, а все остальные строки нулевые. Функция ui,t(x̃) не за-
висит существенно от переменных y1, y2, . . . , yn−r. Множество но-
меров столбцов полосы M fi , являющихся (s, t)-столбцами, — Jf,i,t.
Пусть f t,2i (x̃, ỹ) =

⋃

j∈Jf,i,t

Kj(ỹ). Если множество Jf,i,t пустое, то зна-

чение f t,2i (x̃, ỹ) полагаем равным нулю. Нетрудно проверить, что
f t,1i (x̃, ỹ) = f

t,2
i (x̃, ỹ)ui,t(x̃).

Опишем разработанную автором модификацию метода Лупанова.
Будем использовать следующее представление произвольной булевой
функции f :

f(x̃, ỹ) =
2n−r−1⋃

j=0

f
(x)
j (x̃)Kj(ỹ),

где f (x)j (x̃) — функция, у которой все столбцы равны j-му столбцу
матрицы M f .

Пусть f (x)j,i (x̃) — функция, которая получается из функции fi
заменой всех столбцов ее j-м столбцом. Нетрудно проверить, что
f
(x)
j,i (x̃) = ui,t(x̃), где t — число, двоичной записью которого является

j-й столбец полосы M fi . Нетрудно проверить, что

f
(x)
j (x̃) =

p⋃

i=1

fi,j(x̃). (1)

Схема, имеющая s входов и t выходов, называется (s, t)-схемой,
или (s, t)-блоком.

Реализующую произвольную функцию f схему S0 (в базисе B0)
строим на основе представления (1). Такая схема состоит из (r, 2r)-
блока A, (n − r)-блока B, (2r, (p − 1)2s + 2s

′
)-блока C, ((p − 1)2s +

+2s
′
, 2n−r)-блока D, (2n+1−r, 2n−r)-блока E и (2n−r, 1)-блока F. Соеди-

нения блоков схемы S0 приведены на рис. 1, а.
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Рис. 1. Соединения блоков схем S0S0S0 (а) и SSS (б)

Блок A (блок B) реализует функции Kt(x̃), 0 ≤ t ≤ 2r−1 (функции
Kj(ỹ), 0 ≤ j ≤ 2n−r − 1), блок C, используя функции Kt(x̃), — все
функции ui,t(x̃), блок D по представлению (1) с помощью функций
ui,t(x̃) — функции f (x)j (x̃), блок E — конъюнкции функций, полученных
блоками B и D, блок F, используя функции fj(x̃, ỹ), — функцию f(x̃, ỹ).

Приведем легко получаемые оценки сложностей блоков схемы S0
L(A) ≤ 2r+r2]r/2[, L(B) ≤ 2n−r+(n−r)2](n−r)/2[, L(E) = L(F ) ≤ 2n−r,
L(C) ≤ p(2s + s2]s/2[) и L(D) ≤ p2n−r.

Отметим, что все блоки имеют линейную относительно суммы
чисел их входов и выходов сложность.

Далее через log n обозначим log2 n. Выбирая r = [2 log n] и
s = [n− 3 log n], получаем оценку

LB0(n) ≤ L(S0) ≤
2n

n

(

1 +
3 log n

n
+ o

(
log n

n

))

. (2)

Нетрудно проверить, что сложность схемы S0 асимптотически рав-
на сложности блока D, состоящего из элементов, реализующих дизъ-
юнкцию.

Отметим, что все блоки схемы S0 не зависят от функции f (в
схеме, построенной по методу Лупанова, составляющие основную
сложность схемы блоки, реализующие функции f t,2i (x̃, ỹ), строятся
по функции f ). В схеме S0 функция f определяет только соединения
входов блока D с выходами блока C.

Перейдем теперь к реализации булевых функций схемами из функ-
циональных элементов в произвольном полном конечном булевом ба-
зисе B.
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Прежде всего, отметим, что будет применен предложенный ав-
тором принцип использования не всюду определенных функций при
реализации всюду определенных функций. Не всюду определенную
функцию назовем слабо определенной, если число наборов, на кото-
рых она определена, не превосходит число ее переменных, увеличен-
ное на единицу. В изложенном ниже методе будут использованы слабо
определенные функции.

Пусть G0,m — множество всех не всюду определенных булевых
функций m переменных, сохраняющих константу 0 и равных единице

на наборах, имеющих одну единичную компоненту, G0 =
∞⋃

m=2

G0,m.

В представлении (1) для любого набора x̃ (определяющего номер
полосы i) значение не более одной из функций fi,j(x̃), 0 ≤ j ≤ p,
равно единице. Вследствие этого при реализации булевых функций в
произвольном базисе будет использовано представление вида

f(x̃, ỹ) =
2n−r−1⋃

j=0

g(f1,j(x̃), . . . , fp,j(x̃))Kj(ỹ), (3)

где g(z1, . . . , zp) ∈ G0.
Базис, приведенный вес которого равен единице, назовем нормиро-

ванным. Без ограничения общности рассмотрим нормированные бази-
сы. Отметим, что базис B0 — нормированный.

В случае произвольного базиса B схему S в этом базисе, реали-
зующую произвольную булеву функцию f n переменных, получим из
схемы S0 следующим образом.

Параметры r и s представления функции f выбираем такими же,
как и для базиса B0. В блоках схемы S0, отличных от блока D, элемен-
ты, реализующие конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание, заменим
схемами в базисе B, реализующими эти функции. При этом слож-
ность этих блоков увеличится не более чем в константу (зависящую
от базиса) раз. Блоки, полученные таким способом из блоков A, B, C,
E, F, обозначим как KX, KY, UX, CN, DS. Блок D заменим блоками
BTB и LW. Блок LW сформируем из элементов базиса B с минималь-
ным приведенным весом. Соединения блоков схема S приведены на
рис. 1, б.

Опишем блоки LW и BTB. Пусть E — имеющий минимальный
приведенный вес элемент базиса B, а d+1 — число входов элемента E.

Состоящую из m элементов E схему, в которой выход каждого
элемента присоединен к последнему входу следующего элемента, на-
зовем Em-цепочкой, а последний ((d + 1)-й) вход первого элемента
Em-цепочки — стыковочным. Вход t-го элемента Em-цепочки с номе-
ром i полагаем (i+(t− 1)d)-м входом этой цепочки. Блок LW состоит
из 2n−r E ]p/d[-цепочек.
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Перейдем к описанию блока BTB (блок настройки на базис) и пока-
жем, что его сложность линейна относительно числа его входов. Если
функция, реализуемая элементом E, принадлежит множеству G0, то
блок BTB не потребуется.

Блок BTB позволяет функции, реализуемые E ]p/d[-цепочками блока
LW, преобразовать в функции из множества G0.

Функцию ui,2s−1(x̃) будем называть характеристической функцией
i полосы. Если s′ 6= s, то характеристическая функция p-й полосы
определяется как ui,m(x̃), где m = 2s

′
− 1.

Через it обозначим номер полосы матрицы M f , содержащей стро-
ку с номером t. Нетрудно проверить, что для любого t при x̃ = Xt
значение одной характеристической функции (полосы с номером it)
равно единице, а значения всех функций fi,j(x̃), i 6= it, — нулю.

Для рассмотрения общего случая опишем несколько вспомогатель-
ных блоков. Под знаком “⊕” будем понимать булеву операцию сложе-
ния по модулю два. Пусть MD — это (2, 1)-блок, реализующий функ-
цию x1 ⊕ x2, MODm — (m+ 1,m)-блок, состоящий из m блоков MD,
выходы (первые входы) которых являются его выходами (входами).
Вторые входы блоков MD соединены между собой и с (m+ 1)-м вхо-
дом блокаMODm. Этот вход будем называть управляющим. Отметим,
что блок MOD1 является блоком MD.

Функция h, реализуемая элементом E, существенно зависит от
всех своих переменных, т.е. для ∀i, 1 ≤ i ≤ d + 1, существует такой
набор a1,i, a2,i, . . . , ad+1,i, что

h(a1,i, . . . , ai−1,i, xi, ai+1,i, . . . , ad+1,i) = xi ⊕ ai,i. (4)

Переменную xi булевой функции назовем прямой, если существу-
ет представление вида (4), в котором ai,i = 0. Сначала рассмотрим
случай, когда (d + 1)-я переменная функции h является прямой:
h(a1,d+1, . . . , ad,d+1, xd+1) = xd+1.

Двоичный набор длиной m, в котором единственная единичная
компонента имеет номер k (все компоненты равны нулю), обозначим
как bm,k (через 0m).

Пусть CB — (d, d)-блок, который на наборе bd,i, 1 ≤ i ≤ d, выдает
набор a1,i, a2,i, . . . , ai,d, а на наборе 0d — набор a1,d+1, a2,d+1, . . . , ad,d+1;
IB — (d, 1)-блок, значение выхода которого на наборе bd,i, 1 ≤ i ≤ d,
(наборе 0d) равно ad+1,i (ad+1,d+1); S1 — (2d + 1, 1)-схема, состоящая
из элемента E, блока CB, блока IB и d + 1 блоков MD. Соединения
элементов схемы S1 приведены на рис. 2, а.

Входы схемы S1, представляющие собой входы блока CB (первых
d блоков MD, (d + 1)-го блока MD), назовем управляющими (инфор-
мационными, стыковочным). Нетрудно проверить, что
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Рис. 2. Соединения блоков схем S1S1S1 (а) и S2S2S2 (б)

1) если наборы значений управляющих и информационных входов
являются набором 0d, то значение выхода схемы S1 равно значению
ее стыковочного входа;

2) если набор значений управляющих входов является набором bd,i,
значение стыковочного входа равно нулю и набор значений информа-
ционных входов — это набор bd,i или 0d, то значение выхода схемы S1
равно значению ее i-го информационного входа.

Схему S1 “размножим по вертикали”. Через INBp обозначим
(p, 1)-блок, который на наборе bp,i выдает значение ad+1,t+1 , где
t = i− 1 (mod d).

Пусть v =]p/d[d− p. Если v 6= 0, то в схему S добавим (1, 1)-блок
C0, реализующий константу нуль. Вход блока C0 соединим с первым
входом блока KX. Через CB]p/d[ обозначим (p, p)-блок, состоящий из
]p/d[ блоков CB. При v 6= 0 j-й вход последнего блока CB, d − v +
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+1 ≤ j ≤ d, соединен с выходом блока C0. Вход (выход) блока CB]p/d[

с номером i — (]i/d[d− i)-й вход (выход) ]i/d[-го блока CB.
Обозначим (p, p + 1)-блок, состоящий из блоков CB]p/d[ и INBp,

как CIBp. Вход блока CB]p/d[ с номером i, 1 ≤ i ≤ p, соединен с i-м
входом блока INBp и является i-м входом блока CIBp. Выход блока
CB]p/d[ с номером i (выход блока INBp) — это i-й ((p + 1)-й) выход
блока CIBp.

Через LWBp обозначим (p+1, 1)-блок, являющийсяE ]p/d[-цепочкой,
в которой при v 6= 0 j-й вход последнего элемента E, d−v+1 ≤ j ≤ d,
соединен с выходом блока C0. Последний вход первого элемента
E ]p/d[-цепочки примем за(p + 1)-й вход блока LWBp и назовем его
стыковочным.

Пусть теперь S2 — (2p, 1)-схема, состоящая из блоков CIBp, LWBp
и p блоков MD. Соединение элементов схемы S2 показано на рис. 2, б.
Входы схемы S2, являющиеся входами блока CIBp (блоков MD), на-
зовем управляющими (информационными).

Используя определение блока INBp, убедимся, что, если i-й,
1 ≤ i ≤ p, управляющий (информационный) вход схемы S2 соеди-
нен с выходом блока, реализующего характеристическую функцию
i-й полосы (функцию fi,j(x̃)), то согласно разложению (3) схема S2
реализует функцию f (x)j (x̃).

Стыковочная переменная функции, реализуемой E2-цепочкой, все-
гда является прямой. Следовательно, если функция h не имеет прямых
переменных, то схему S2 можно строить на основе E2-цепочек.

Схему S2 “размножим по горизонтали”. Через S3 обозначим
((p − 1)2s + 2s

′
, 2n−r)-схему, состоящую из 2n−r блоков LWBp, блока

CIBp, p − 1 блоков MOD2s и блока MOD2s′ . Входы схемы S3 —
входы (кроме управляющих) блоков MOD. Предпоследний вход i-го
блока MOD, на котором реализуется характеристическая функция i-й
полосы, соединен с i-м входом блока CIBp, управляющий вход i-го
блока MOD — с i-м выходом блока CIBp. Стыковочные входы блоков
LWBp связаны друг с другом и с (p + 1)-м выходом блока CIBp.
Выходы схемы S3 — это выходы блоков LWBp.

В схеме S (t + 1)-й вход i-го блока MOD соединен с выходом
блока UX, на котором реализуется функция ui,t(x̃). При реализации
функции f i-й вход j-го блока LWBp соединен с (t + 1)-м выходом
i-го блока MOD, где t определяется из равенства fi,j(x̃) = ui,t(x̃).

Схема S3 “эквивалентна” блоку D схемы S0. Разобьем схему S3 на
два блока. Все блоки LWBp объединим в блок LW. Оставшуюся часть
схемы S3 назовем блоком BTB.

Нетрудно проверить справедливость оценки

L(BTB) ≤ pL(MOD2s) + L(CIBp) ≤ c1p2
s,
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где c1 — некоторая константа, зависящая от базиса. Таким образом,
cправедливо утверждение.

Теорема. Для произвольного полного конечного нормированного ба-
зиса B выполняется соотношение

LB(n) 6
2n

n
.

Следовательно, описан метод асимптотически наилучшей реали-
зации булевых функций схемами в произвольном полном конечном
базисе, который не использует предложенное Лупановым обобщенное
разложение булевых функций. Изложенное выше может быть полезно
разработчикам устройств обработки дискретной информации.
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