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Проведен расчет мощности принимаемого лазерного сигнала при
локации случайно-неровной поверхности с ламбертовской индика-
трисой отражения локальных участков в условиях слабых затене-
ний. В общей схеме бистатической локации получено аналитиче-
ское выражение для средней принимаемой мощности локационного
сигнала при нормальном распределении высот и наклонов поверхно-
сти в случаях, когда источник и приемник находятся по одну и по
разные стороны от нормали к поверхности. Показано, что влияние
неровностей поверхности и самозатенений элементов поверхности
на принимаемую мощность в наибольшей степени проявляется, ко-
гда источник и приемник находятся по разные стороны от нормали
к поверхности.
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Мощность эхо-сигнала, регистрируемого приемником лазерного
локатора в условиях отсутствия затенений для земной поверхности
рассматривалась в ряде работ [1–6] для различных схем локации и раз-
ных индикатрис отражения локальных участков поверхности. Условие
отсутствия затенений элементов поверхности справедливо для углов
подсвета и приема, близких к вертикальным, что существенно огра-
ничивает область применения этих результатов. Даже для лазерных
локационных систем, размещенных на авиационных носителях, бо-
лее адекватным является условие слабых затенений элементов земной
поверхности.

Средняя мощность лазерного сигнала, регистрируемого приемни-
ком лазерного локатора в условиях слабых и сильных затенений, ис-
следовалась в работе [7]. При этом учет слабых затенений проводился
приближенно: не учитывались самозатенения элементов поверхности,
корреляция затенений элементов поверхности и их наклонов, а ре-
шение получено с использованием сложных специальных функций —
вырожденных гипергеометрических функций (функций Уиттекера).
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Далее для условий слабых затенений получена простая модель для
средней принимаемой мощности в общей схеме бистатической ло-
кации земной поверхности (когда источник и приемник разнесены в
пространстве) при учете самозатенений элементов поверхности и кор-
реляции затенений элементов поверхности и их наклонов.

Пусть неровная земная поверхность S облучается узким лазерным
пучком. В качестве модели рельефа неровной земной поверхности ис-
пользуем модель трехмерной случайно-неровной в среднем плоской
поверхности, высоты и наклоны которой распределены по нормаль-
ному закону [7]. Индикатрису отражения локальных участков земной
поверхности (размер которых много больше длины волны излучения,
но меньше характерных масштабов поверхности и размеров освещен-
ного лазерного пятна) считаем ламбертовской [7, 8].

Аналогично вычислениям, приведенным в работах [2, 4, 7], можно
получить интегральное выражение для мощности Р , регистрируемой
приемником при локации случайно-неровной поверхности S с ламбер-
товской индикатрисой. После перехода от интегрирования по неров-
ной поверхности S к интегрированию по поверхности S0 (проекции
S на плоскость Z = 0) интегральное выражение для мощности Р при
освещении поверхности узким лазерным пучком и узком угловом поле
зрения приемника имеет следующий вид (считаем для простоты (как
и в работах [1–8], что источник, приемник и их оптические оси лежат
в одной плоскости XOZ некоторой произвольной системы координат,
у которой ось Z совпадает с нормалью к поверхности S0):

P ∼= A

π

∫
S0

dR0

nZ

Eи(R
′
0ζ)Eп(R

′′
0ζ)Y (mи,R0)Y (mп,R0), (1)

где

Eи(R
′
0ζ) = Eи(R

′
0Xζ , R

′
0Y ζ) =

= (mиn)Eи0{[R0X ctg θи − ζ(R0)] sin θи, R0Y };

Eп(R
′′
0ζ) = Eп(R

′′
0Xζ , R

′′
0Y ζ) =

= (mпn)Eп0{[R0X ctg θп − ζ(R0)] sin θп, R0Y };
R0 = {R0X , R0Y } — вектор в плоскости Z = 0; Eи(R) — освещен-
ность, создаваемая лазерным пучком, падающим на поверхность S от
источника (без учета затенений); Eп(R) — освещенность, создаваемая
на поверхности S фиктивным (с параметрами приемника) источником
(без учета затенений) [8]; Eи0(R), Eп0(R) — освещенности в плос-
костях, перпендикулярных оптическим осям источника и приемника
соответственно; θи, θп — углы между нормалью к плоскости Z = 0
и оптическими осями источника и приемника; mи, mп — единичные
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Рис. 1. Геометрия локации

векторы, характеризующие на-
правление на источник излу-
чения и приемник; Y (mи,R),
Y (mп,R) — множители, учиты-
вающие затенения со стороны ис-
точника излучения и приемни-
ка; n = {nX , nY , nZ} — вектор
нормали к неровной поверхно-
сти S;А — коэффициент отражения
(альбедо) локального участка по-

верхности; nZ =
1√

1 + γ2X + γ2Y
;

γ = {γX , γY } — вектор случайных наклонов неровной поверхности S;
ζ(R0) — высота неровной поверхности S в точке R0.

Геометрические параметры, входящие в формулу (1), поясняет
рис. 1.

Величина Eп(R) — безразмерная, если ее умножить на 1Вт·м−2,
то она приобретет смысл освещенности, создаваемой на элементе по-
верхности S излучением, падающим от фиктивного источника мощ-
ностью 1Вт [8].

При отсутствии затенений формула (1) совпадает с выражением
для мощности Р , полученным в работах [2, 4] для случайно-неровной
локально-ламбертовской поверхности.

Формула (1) представляет собой интеграл от произведения функ-
ций и функционалов, сложным образом зависящих от высот и накло-
нов случайно-неровной поверхности. В принципе существуют про-
цедуры, позволяющие представить среднее значение произведения
двух (и более) функционалов как произведение средних значений са-
мих функционалов [9]. Однако они требуют определения действия на
произведение средних значений функционалов сложных операторов
(включая вариационные производные сложного вида). Поэтому для
вычисления средней принимаемой мощности P̄ (черта сверху обо-
значает усреднение по ансамблю неровных поверхностей) упростим
формулу (1), заменив функционалы Y (mи, r), Y (mп, r) на ступен-
чатые функции η(mи,п, r), определяемые следующим образом [10]:
η(mи,п, r) = 1 — если точка поверхности z = ζ(r) освещена падаю-
щим от источника излучением mи (наблюдается со стороны приемни-
ка c направления mп); η(mи,п, r) = 0 — в противном случае. Неточ-
ность, которая допускается при замене функций Y (mп, r), Y (mи, r)
на ступенчатые функции η(mи,п, r), заключается в замене областей
полутени на резкую границу свет-тень [10] (см. рис. 1, где Δ1 и Δ2 —
области полутени для освещения поверхности от источника mи).
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Усредним выражение (1) по ансамблю неровных поверхностей ана-
логично работе [10]. Усреднение проведем по всем реализациям по-
верхности, которые в точке R0 имеют заданную высоту ζ и наклон
γ. Эти действия затрагивают только множитель η(mи, r)η(mп, r), в
результате получаем [10]:

η(mи, r)η(mп, r) = P2(ζ, γX |θи, θп ), (2)

где P2(ζ, γX |θи, θп ) — вероятность того, что точка поверхности, имею-
щая высоту ζ и тангенс угла наклона γX , не затеняется другими точка-
ми этой поверхности как со стороны направления облучения mи, так
и со стороны направления наблюдения mп [10].

В случае слабых затенений (определяемых условием [10] ctg θи,п �
� (γ̄2X)

1/2, где γ̄2X — дисперсия случайных наклонов поверхно-
сти вдоль оси X), характерных для авиационных систем, величину
P2(ζ, γX |θи, θп ) можно представить в виде [10]

P2(ζ, γX |θи, θп ) = P1(ζ, γX |θи )P1(ζ, γX |θп ) (3)

(источник и приемник по разные стороны от оси Z) и

P2(ζ, γX |θи, θп ) = P1(ζ, γX |max{θи , θп}) (4)

(источник и приемник по одну сторону от оси Z), где P1(ζ, γX |θи,п ) —
вероятность выброса случайного поля высот, закрывающего види-
мость точки поверхности (ζ, γX) со стороны источника (приемника).

Физический смысл выражения (4) очевиден — если нижний луч не
затенен, то верхний луч и подавно не пересекается с поверхностью.

С учетом самозатенений элементов поверхности для величины
P2(ζ, γX |θи, θп ) имеем [10]

P2(ζ, γX |θи, θп ) ∼=

∼= Θ(γX − ctg θи)Θ(ctg θп − γX)

[ ζ∫
−∞

W (ζ ′)dζ ′
]Λ(aи)+Λ(aп)

(5)

(источник и приемник по разные стороны от оси Z) и

P2(ζ, γX |θи, θп ) ∼= Θ(γX − ctg θ)
[ ζ∫
−∞

W (ζ ′)dζ ′
]Λ(a)

(6)

(источник и приемник по одну сторону от оси Z), гдеΘ(x) =

{
1, x > 0;
0, x < 0,

— ступенчатая функция;

θ = max(θи, θп); a =
ctg θ

(γ̄2X)
1/2
; aи =

ctg θи
(γ̄2X)

1/2
; aп =

ctg θп
(γ̄2X)

1/2
;
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Λ
( ctg θ
(γ̄2x)

1/2

)
= tg θ

∞∫
ctg θ

(γ′X − ctg θ)W (γ′X)dγ′X — параметр, характери-

зующий степень затенений; Λ(a) ≈ 1

(2π)1/2a3
exp(−0,5a2), для слабых

затенений Λ � 1; W (ζ), W (γX) — функция распределения высот ζ и
одномерная функция распределения наклонов γX поверхности.

Для действительного и фиктивного источников будем использовать
модели гауссовых пучков [5, 8]. В рамках этих моделей для величин
Eи0,п0(R) имеем

Eи0,п0(R) ∼= aи,п

L2и,п
exp{−Cи,пR

2}. (7)

Величины aи,п и Cи,п, входящие в уравнение (7), зависят от параме-
тров источника (aи, Cи), приемника (aп, Cп), наклонных расстояний от
источника (Lи) и приемника (Lп) до поверхности и состояния земной
атмосферы [5].

В общем случае величины aи.п и Cи.п сложным образом зависят от
указанных параметров. Однако в некоторых частных случаях для них
можно использовать простые модели. Например, в случае отсутствия
на трассе локации атмосферного аэрозоля и турбулентности атмосфе-
ры имеем [5]

aи =
P0Tи

πα2и
; aп = πr2пTп; Cи,п = (αи,пLи,п)

−2,

где P0 — мощность, излучаемая лазерным источником; Tп, Tи — ко-
эффициенты пропускания приемной и передающей оптики лазерного
локатора; αи,п — угол расходимости излучения источника и угол по-
ля зрения приемной оптической системы; rп — эффективный радиус
приемного объектива.

Учтем, что основную роль при слабых затенениях играют само-
затенения элементов поверхности [10], описываемые множителями
Θ(γX − ctg θи) и Θ(ctg θп − γX). Эффект самозатенений элементов
поверхности поясняет рис. 2. Самозатенения элемента поверхности

Рис. 2. Эффект самозатенений эле-
ментов поверхности

S возникают, когда угол накло-
на ψ элемента поверхности dS
становится больше угла освеще-
ния 90◦ − θи со стороны источни-
ка, отсчитываемого от поверхности
S0, или угла наблюдения 90◦ − θп
со стороны приемника. Ступен-
чатые функции Θ(γX − ctg θи) и
Θ(ctg θп − γX) устраняют вклад
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(которого в действительности нет) в принимаемый сигнал таких са-
мозатененных участков поверхности.

Усредняя выражение (1) по всем возможным значениям ζ и γ в точ-
ке R0 (используя формулы (2)–(7)), получаем следующее выражение
для P̄ (учитывая, что основную роль при слабых затенениях играют
самозатенения элементов поверхности [10], описываемые множителя-
ми Θ(γX − ctg θи), Θ(ctg θп − γX)):

P̄ ∼= A

π

aиaп

L2иL
2
п

∫
S0

dR0 exp{−(Cи + Cп)R
2
0Y }

∞∫
−∞

dζW (ζ)×

× exp{−Cи sin
2 θи[R0X ctg θи − ζ)]2 − Cп sin

2 θп[R0X ctg θп − ζ)]2}×

×
∞∫

−∞

dγY

nZ

∞∫
−∞

dγXW (γX , γY )(mиn)(mпn)Θ(γX− ctg θи)Θ(ctg θп−γX).

(8)

После интегрирования по пространственным координатамR0 и усред-
нения по случайным высотам поверхности ζ (считаем, что высоты
поверхности распределены по нормальному закону) получаем:

P̄ ∼= Aaиaп

L2иL
2
п

[Cи + Cп]
−1/2p−1/2Ω

∞∫
−∞

dγY

nZ

×

×
∞∫

−∞
dγXW (γX , γY )(mиn)(mпn)Θ(γX − ctg θи)Θ(ctg θп − γX), (9)

где

p = Cи cos
2 θи + Cп cos

2 θп; Ω = [1 + 2σ20p
−1CиCп sin

2(θи − θп)]
−1/2;

σ20 — дисперсия случайных высот поверхности; W (γX , γY ) — двумер-
ная функция распределения наклонов γ = {γX , γY } поверхности.

Формулы (8) и (9) записаны для случая, когда источник и приемник
расположены по разные стороны от оси Z.

В формуле (9) проведем усреднение по наклонам γX , γY по-
верхности, считая распределение наклонов поверхности изотропным
(γ̄2X = γ̄2Y = γ20), закон распределения случайных наклонов поверхно-
сти гауссовским, среднее значение случайных наклонов равным нулю
и используя соотношение, справедливое для случайных величин с
гауссовским законом распределения и нулевым средним значением [9]:

zF (z) = σ2
dF (z)

dz
,
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где F (z) — некоторая функция случайной величины z; σ2 — дисперсия
случайной величины z.

Формула для средней мощности P̄ , регистрируемой приемником
при облучении узким лазерным пучком случайно-неровной локально-
ламбертовской поверхности в условиях слабых затенений (с учетом
самозатенений элементов поверхности и корреляции затенений эле-
ментов поверхности и их наклонов), имеет следующий вид (считаем
земную поверхность плавно неровной — γ20 � 1):

P̄ ∼= Aaиaп

L2иL
2
п

[Cи + Cп]
−1/2p−1/2ΩI(θи, θп, γ0), (10)

где

I(θи, θп, γ0) ∼= cos θи cos θп
{
1

2
[Φ(μи) +Φ(μп)][1 + γ20(tg θи tg θп − 1)]−

− γ0√
2π

(
1− γ20

2

)
[exp(−μ2и)− exp(−μ2п)][tg θи + tg θп)]+

+
γ0√
2π
[exp(−μ2и) ctg θи + exp(−μ2п) ctg θп]

(1
2
− tg θи tg θп

)
+

+
γ30

2
√
2π
(tg θи + tg θп)[exp(−μ2и)(2 + 2μ2и)− exp(−μ2п)(2 + 2μ2п)]

}

(11)

(источник и приемник по разные стороны от оси Z) и

I(θи, θп, γ0) ∼= cos θи cos θп
{
1

2
[1 + Φ(μ)][1− γ20(tg θи tg θп + 1)]−

− γ0√
2π
exp(−μ2)

(
1− γ20

2

)
(tg θи − tg θп) + γ0√

2π
exp(−μ2) ctg θ×

×
(1
2
+ tg θи tg θп

)
+

γ30

2
√
2π
exp(−μ2)(2 + 2μ2)(tg θи − tg θп)

}
(12)

(источник и приемник по одну сторону от оси Z);

μи =
ctg θи√
2γ0
; μп =

ctg θп√
2γ0
; μ =

ctg θ√
2γ0
;

γ20 — дисперсия случайных наклонов поверхности; Φ(x) — интеграл
вероятности.

При σ0, γ0 → 0 формула (10) переходит в выражение для принима-
емой мощности, регистрируемой от плоской ламбертовской поверхно-
сти [8]. Для случайно-неровной локально-ламбертовской поверхности

и при отсутствии затенений
(
при

ctg2 θ

2γ20
→ ∞

)
формула (10) совпа-

дает с результатами, приведенными в работе [7] при γ20 � 1.
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Расчеты по формуле (10) показывают, что при увеличении диспе-
рсии высот поверхности σ20 средняя принимаемая мощность P̄ всегда
уменьшается. Исключение составляет только случай, когда источник
и приемник совмещены (θи = θп). В этом случае P̄ не зависит от σ20
(при условии, что высоты неровной поверхности много меньше рас-
стояний от источника и приемника до поверхности). Физически это
понятно: в этом случае оптические оси источника и приемника совме-
щены и приемник “видит” (при любом значении σ20) только те участки
поверхности, которые освещены.

Зависимость средней принимаемой мощности от дисперсии накло-
нов γ20 сложнее и определяется взаимным расположением источника и
приемника (находятся они по одну сторону от нормали к поверхности
S0 или по разные) и наличием затенений поверхности.

На рис. 3, а показана зависимость функции I(θи, θп, γ0) от диспе-
рсии наклонов γ20 в условиях слабых затенений, когда источник и
приемник находятся по одну сторону от нормали к поверхности S0
(остальные сомножители не зависят от γ20). Расчеты проводились при
θп = 55

◦ и θи = 55◦. Кривая 1 — результаты расчетов функции без уче-
та затенений — Iб.з.(θи, θп, γ0), кривая 2 — результаты расчетов функции
с учетом затенений поверхности — Iз(θи, θп, γ0). На рис. 3, б показана
относительная ошибка Er(θи, θп, γ0), возникающая при неучете затене-

ний
(
Er(θи, θп, γ0) =

|Iб.з(θи, θп, γ0)− Iз(θи, θп, γ0)|
Iб.з(θи, θп, γ0)

)
.

Рис. 3. Зависимость функции I(θи,θп,γo) от дисперсии наклонов поверхности,
когда источник и приемник находятся по одну (а, б) и по разные (в, г) стороны
от нормали
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Из рис. 3, а, б видно, что с увеличением γ20 величина P̄ возрастает.
Физически это объясняется уменьшением в среднем (по мере роста
γ20) угла между нормалями к отражающим площадкам на поверхности
S (освещенным со стороны источника) и направлением на приемник
(в случае, когда источник и приемник находятся по одну сторону от
нормали к поверхности). Видно также, что учет затенений довольно
слабо влияет на значение принимаемой мощности, уменьшая P̄ . Это
объясняется следующим образом: когда источник и приемник находят-
ся по одну сторону от нормали к поверхности, возможны три варианта
взаимного соотношения углов 90◦ − θи, 90◦ − θп и ψ.

1. ψ < 90◦−θи, 90◦−θп — в этом случае элемент поверхности осве-
щается со стороны источника и наблюдается со стороны приемника;
самозатенения элемента поверхности нет и учет затенений никак не
влияет на мощность принимаемого сигнала.

2. ψ > 90◦−θи, ψ < 90◦−θп (или ψ < 90◦−θи, ψ > 90◦−θп) — в этом
случае (см. рис. 4, а) элемент поверхности не освещается со стороны
источника, но наблюдается со стороны приемника (или освещается со
стороны источника, но не наблюдается со стороны приемника). Если
не учитывать самозатенения элемента поверхности, то косинус угла
между нормалью n к элементу поверхности и направлением на источ-
ник mи (или косинус угла между нормалью n к элементу поверхности
и направлением на приемник mп) становится отрицательным и дает
физически бессмысленный отрицательный вклад в принимаемый сиг-
нал. Учет самозатенений устраняет этот физически бессмысленный
результат и увеличивает принимаемый сигнал.

3. ψ > 90◦ − θи, 90◦ − θп — в этом случае (см. рис. 4, б) элемент
поверхности не освещается со стороны источника и не наблюдается со
стороны приемника. Если не учитывать самозатенения, то косинусы
углов между нормалью n к элементу поверхности и направлениями
на источник mи и приемник mп становятся оба отрицательными и
дают положительный (поскольку в мощность принимаемого сигнала
входит их произведение), хотя и физически неправильный результат.
Учет самозатенений устраняет этот физически неправильный вклад в
принимаемый сигнал и уменьшает принимаемый сигнал.

Совместное действие перечисленных в пунктах 2 и 3 факторов
приводит к довольно слабому влиянию учета затенений поверхности.

Ситуация существенно меняется, когда источник и приемник на-
ходятся по разные стороны от нормали к поверхности S0.

На рис. 3, в показана зависимость функции I(θи, θп, γ0) от диспе-
рсии γ20 в условиях слабых затенений, когда источник и приемник
находятся по разные стороны от нормали к поверхности S0. Расче-
ты проводились при θп = 55◦; θи = −55◦. Обозначения на рис. 3, в
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те же, что и на рис. 3, а. На рис. 3, г показана относительная ошибка
Er(θи, θп, γ0), возникающая при неучете затенений.

Из рис. 3, в видно, что с увеличением γ20 величина P̄ существен-
но уменьшается. Физически это объясняется увеличением в среднем
(по мере роста γ20) угла между нормалями к отражающим площадкам
на поверхности S, освещенным со стороны источника, и направлени-
ем на приемник (источник и приемник находятся по разные стороны
от нормали к поверхности). Учет затенений значительно увеличива-
ет величину P̄ . Это объясняется тем (см. рис. 4, в), что один и тот
же элемент поверхности не может быть самозатенен как со стороны
источника, так и со стороны приемника. Поэтому если не учитывать
самозатенений поверхности, то они во всех случаях приводят к физи-
чески бессмысленному отрицательному вкладу в принимаемый сиг-
нал (т.е. к уменьшению принимаемого сигнала). Учет самозатенений
устраняет этот физически бессмысленный результат и увеличивает
принимаемый сигнал.

Таким образом, в настоящей работе проведен расчет мощности
принимаемого лазерного сигнала при локации случайно-неровной
локально-ламбертовской поверхности в условиях слабых затенений.
В общей схеме бистатической локации получены аналитические вы-
ражения для средней принимаемой мощности локационного сигнала
для случаев, когда источник и приемник находятся по одну сторону и
по разные стороны от нормали к поверхности. Показано, что влияние
неровностей поверхности и самозатенений элементов поверхности на

Рис. 4. Взаимное соотношение углов подсвета и приема излучения и угла на-
клона элемента поверхности, когда источник и приемник находятся по одну (а,
б) и по разные (в) стороны от нормали

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2010. № 4 59



принимаемую мощность в наибольшей степени проявляется в случае,
когда источник и приемник находятся по разные стороны от нормали
к поверхности.
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