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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрены возможности использования библиоте-
ки оптимизации Ipopt для расчета фазового и равно-
весного составов многокомпонентной гетерогенной 
термодинамической системы. Приведены две функ-
ции, предназначенные для расчета равновесного 
состава и свойств сложных термодинамических си-
стем, написанные на языке программирования Julia. 
Указанные функции являются ключевыми в про-
грамме, интегрированной с базой данных по термо-
динамическим свойствам индивидуальных веществ 
ИВТАНТЕРМО и использованной для проведения 
тестовых расчетов. Как показали проведенные тесто-
вые расчеты, библиотека Ipopt позволяет определять 
фазовый и химический составы простых и сложных 
термодинамических систем с достаточно высоким 
быстродействием. Использование библиотеки JuMP 
существенно упрощает подготовку исходных данных 
для библиотеки Ipopt, поэтому приведенные в статье 
функции очень компактны. Показано, как можно 
использовать библиотеку Ipopt, когда неизвестно 
значение температуры термодинамической системы. 
Предлагаемый в работе подход применим как для 
анализа равновесий отдельных химических реакций, 
так и для расчета равновесного состава сложных 
химически реагирующих систем. Простота предлага-
емых функций позволяет легко интегрировать их 
в прикладные программы, встраивать в другие биб-
лиотеки, использовать в сочетании с более сложными 
моделями (реальный газ, неидеальные растворы, 
равновесия с ограничениями) и при необходимости 
модифицировать. Универсальность языка моделиро-
вания JuMP позволяет заменить библиотеку Ipopt 
на другую без существенной модификации текста 
программы 
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Введение. Под сложной термодинамической системой в настоящей ста-
тье подразумевается многокомпонентная гетерогенная термодинамиче-
ская система, в которой возможны химические и фазовые превращения. 
Будем придерживаться следующего общепринятого определения равно-
весного состояния: это состояние термодинамической системы, характе-
ризующееся при постоянных внешних условиях неизменностью пара-
метров во времени и отсутствием в системе потоков. 

Задача расчета равновесного состава многокомпонентных гетеро-
генных термодинамических систем является достаточно старой. Первые 
алгоритмы и программы расчета равновесного состава появились еще  
в конце 40-х — начале 50-х гг. 20 в. [1–3] и были ориентированы на реше-
ние задач ракетной техники. Создание таких программ позволило резко 
сократить дорогое, сложное и опасное экспериментальное исследование 
топливных композиций. В первых алгоритмах расчета равновесного со-
става использовался метод констант равновесия, при этом необходимо 
было решать систему нелинейных уравнений. Позже появились алгорит-
мы и программы расчета равновесия, в основу которых положены методы 
минимизации термодинамических потенциалов [4–10]. Поскольку при 
решении системы нелинейных уравнений зачастую возможно существова-
ние нескольких решений, метод констант равновесия не получил широко-
го распространения. На практике для проведения термодинамических вы-
числений гораздо чаще применяются методы минимизации энергии Гибб-
са или Гельмгольца. С подробным обзором методов и алгоритмов расчета 
равновесия, созданных до начала 1980-х гг., можно ознакомиться в [11].  

Для расчета равновесного состава необходимо располагать информа-
цией о термодинамических свойствах веществ. Поскольку первые про-
граммы расчета равновесия были предназначены для анализа продуктов 
сгорания топливных композиций, возникла необходимость создания спра-
вочников по термодинамическим свойствам веществ в широком диапазоне 
температур. В частности были созданы справочники ТСИВ [12] и JANAF 
[13]. В дальнейшем информация из этих справочников перенесена в базы 
данных, с которыми сопряжены наиболее универсальные программные 
комплексы [14–16]. Успехи в создании и использовании указанных про-
грамм, а также создание справочников по термодинамическим свойствам 
веществ стимулировали внедрение методов химической термодинамики  
в различные области науки и техники, в частности в металлургию, геохи-
мию, плазмохимию, энергетику. В последнее время можно наблюдать  
рост популярности расчетов равновесия в области астрофизики, см., 
например, [17]. Очень популярна разработанная в NASA программа  
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CEA [18]. В России и странах бывшего СССР широко применяется разра-
ботанная Б.Г. Трусовым программа ТЕРРА [19], исходный текст первой 
версии которой на языке Fortran опубликован в 1981 г. [14]. 

Трудности решения задачи расчета равновесного состава сложной тер-
модинамической системы обусловлены некоторыми ее особенностями. 

Достоверность результатов вычислений существенно зависит от пол-
ноты термодинамической базы данных, в частности, база данных должна 
содержать информацию о возможно большем числе веществ в конденси-
рованном состоянии. При создании модели термодинамической системы 
информация из базы данных, как правило, загружается автоматически  
на основании списка реагентов. Однако не все фазы, автоматически вклю-
ченные в состав модельной термодинамической системы, могут присут-
ствовать в ней в равновесном состоянии, причем заранее не всегда извест-
но, какие это фазы. Поэтому в процессе вычислений необходимо опреде-
лять не только химический, но и фазовый состав, при этом не должно 
нарушаться правило фаз. 

Вычисленные значения равновесных концентраций веществ варьиру-
ются в очень широких пределах, примерно от нескольких десятков и еди-
ниц до величин порядка 10–100. Иногда важно знать хотя бы приближенные 
значения очень небольших равновесных концентраций веществ, например 
при анализе возможности образования токсичных соединений в продуктах 
реакций. 

Формульная матрица (матрица индексов химических элементов) мо-
жет быть довольно большой и при этом очень разреженной. 

Поэтому, несмотря на давнюю историю создания методов и программ 
расчета равновесного состава сложных термодинамических систем, время 
от времени появляются новые разработки [20–25]. 

В последнее время наблюдаются две тенденции развития средств тер-
модинамического моделирования сложных термодинамических систем.  

1. Создание библиотек с открытым исходным кодом для расчета равно-
весного состава [23, 26], которые можно встраивать в более сложные си-
стемы моделирования. 

2. Создание средств расчета равновесного состава с использованием 
дополнительных ограничений, например химико-кинетических [27–31]. 

Для дальнейшего развития методов и средств термодинамического мо-
делирования целесообразно использовать языки программирования с от-
крытым исходным кодом, например Python или Julia. На наш взгляд, Julia 
больше подходит для этой цели, поскольку это полноценный язык про-
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граммирования, позволяет выполнять расчеты с высоким быстродействи-
ем, располагает большим набором библиотек, удобных для решения науч-
ных и технических задач, предоставляет удобный интерфейс к библиотекам 
оптимизации. 

В настоящей работе рассмотрена постановка задачи расчета равно-
весного состава многокомпонентной гетерогенной термодинамической 
системы, приведен обзор основных подходов к ее решению, рассказано о 
библиотеках JuMP и Ipopt и приведены тексты двух функций расчета 
равновесия с использованием этих библиотек. Для удобства изложения 
ограничимся рассмотрением модели «идеальный газ, идеальный раствор, 
нулевой объем конденсированных фаз», в соответствии с которой сжи-
маемость газовой фазы описывается уравнением состояния идеального 
газа, все растворы являются идеальными, а объем конденсированных 
веществ пренебрежимо мал. 

Использование принципа максимума энтропии. Традиционный под-
ход к решению задачи расчета термодинамического равновесия можно 
проиллюстрировать на примере использования принципа максимума эн-
тропии, в соответствии с которым энтропия изолированной системы мак-
симальна в состоянии равновесия. Условие изолированности на практике 
означает, что скорость релаксации процессов внутри системы гораздо 
больше скорости изменения условий на ее границах.  

В данном случае задачу можно сформулировать так:  

 1R
max ( , , ), const, const, , 1, ..., ,

0, 1, ..., ,
n

N
ji i j

ix
i

S U V x U V v x b j m

x i N
     (1) 

где U —  внутренняя энергия; V — объем; x — неизвестный вектор соста-
ва, компонентами которого являются числа молей веществ; N — число 
веществ в системе; νji — число атомов химического элемента j в веществе i 
(формульная матрица); bj — содержание химического элемента j в систе-
ме; m — число химических элементов в системе. Если в термодинамиче-
скую систему включены газообразные ионы, число химических элемен-
тов увеличивается на единицу, суммарный заряд системы предполагается 
равным нулю. 

Для определения координат условного максимума энтропии вос-
пользуемся методом неопределенных множителей Лагранжа [14]. Функ-
ция Лагранжа для расчета равновесного состава химически реагирующей 
системы имеет вид 
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где j — неопределенные множители Лагранжа. Неизвестными являются 
значения j и xi.  

Координаты условного максимума энтропии определяются следую-
щей системой уравнений: 
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Используя фундаментальное уравнение Гиббса, уравнение (2) можно 
преобразовать к виду 

 
1

0, 1, ...,
m

i ji j
j

g v i N ,  (4) 

где ig  — энергия Гиббса вещества i, отнесенная к RT (T — температура,  
R — газовая постоянная). 

Равенство (4) выполняется для всех веществ, содержание которых в 
термодинамической системе отлично от нуля. Для остальных веществ 
выполняется неравенство 

 
1
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Размерность системы нелинейных уравнений (3) и (4) можно суще-
ственно сократить, если использовать подстановку: 

 
1

exp ( , ) , ,
m

i j i ki k j
k

x y g T p v i I   (6) 

которая следует из (4) для модели «идеальный газ, идеальный раствор». 
Здесь p — давление; xi — количество вещества i в фазе j; yj — общее число 
молей фазы j; Ij — множество индексов веществ, входящих в раствор j. 

Однако в этом случае приходится решать систему нелинейных урав-
нений, не зная фазового состава системы. Иными словами, решать одно-
временно две задачи — определение фазового (набора фаз, присутствую-
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щих в термодинамической системе) и равновесного составов. Сложность 
заключается еще и в том, что для произвольно выбранного набора фаз во 
многих случаях можно рассчитать равновесный состав. При этом получа-
ется несколько разных решений, но истинным будет то из них, которое 
обеспечивает минимальное значение соответствующего термодинамиче-
ского потенциала. Если система состоит из небольшого числа фаз, задачу 
можно решить методом перебора, но в общем случае это слишком за-
тратный путь [32]. 

Можно показать, что неопределенные множители Лагранжа в данной 
задаче имеют смысл энергии Гиббса химических элементов, например 
[33], поэтому для равновесного состава выполняется равенство 

 
1 1

.
N m

i i j j
i j

x g b   (7) 

Таким образом, для найденного решения должны выполняться пра-
вило фаз Гиббса и соотношения (3)–(7). 

Решение системы уравнений (3), (4) можно найти только в том случае, 
если известны значения температуры и давления или объема. Однако если 
дополнить систему соотношениями для расчета энтальпии, энтропии, внут-
ренней энергии и уравнением состояния газовой фазы, равновесие можно 
определить для заданных значений любых двух параметров из списка: тем-
пература, давление, объем, энтропия, энтальпия, внутренняя энергия. 
Именно такой подход реализован в программах ТЕРРА и АСТРА, разрабо-
танных Б.Г. Трусовым [14]. 

Расчет равновесия методом минимизации термодинамического по-
тенциала. К сожалению, приведенный подход нельзя использовать в соче-
тании с какой-либо универсальной библиотекой оптимизации, поскольку 
для случая с неизвестной температурой в целевую функцию необходимо 
включать каким-то образом информацию о температурной зависимости 
термодинамических функций веществ, включенных в модельную систему, 
что сделать весьма затруднительно. Гораздо удобнее использовать менее 
эффективный с вычислительной точки зрения подход, основанный на ис-
пользовании метода минимизации термодинамического потенциала.  
Самыми большими плюсами в этом случае являются простота реализации 
и очень небольшой (несколько строк) размер процедуры расчета равновес-
ного состава, что существенно упрощает возможность использования биб-
лиотеки оптимизации в других программах. Главный недостаток — увели-
чение времени вычислений. 



Г.В. Белов 

30  ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2021. № 3 

Отметим, что с вычислительной точки зрения при решении задачи 
расчета равновесия речь идет об определении координат условного экстре-
мума функции нескольких переменных. Число неизвестных при решении 
прикладных задач может варьироваться от двух до нескольких сотен.  

В соответствии с теоремой Дюгема [34] при отсутствии полей равновес-
ное состояние термодинамической системы, исходные массы которой  
известны, однозначно характеризуется заданными значениями двух термо-
динамических параметров. Наиболее часто встречающиеся пары парамет-
ров: температура–давление (T, p); температура–объем (T, V); энталь- 
пия–давление (H, p) — горение в реакторе проточного типа; энтропия–
давление (S, p) — изоэнтропное расширение до заданного давления;  
внутренняя энергия–объем (U, V) —  горение в постоянном объеме; энтро- 
пия–объем (S, V) — изоэнтропное расширение до заданного объема. 

Формулировка задачи в координатах температура–давление сводится 
к определению координат условного минимума энергии Гиббса: 

 1R
min ( , , ), const, const, , 1, ..., ,

0, 1, ...,
n

N
ji i j

ix

i

G T p x T p v x b j m

x i N.
     (8) 

Энергию Гиббса многокомпонентной гетерогенной системы, состоя-
щей из Nc однокомпонентных конденсированных фаз и Nm растворов, 
можно представить в виде 
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где ai — активность вещества i. В безразмерном виде это соотношение 
можно представить таким образом: 
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Для модели «идеальный газ, идеальный раствор, нулевой объем кон-

денсированных фаз» справедливо выражение 
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для веществ в конденсированном состоянии — 

 о о о( ) ( ) / ( );i i ig H T T T RTS  

для газообразных веществ —  

 о о о( ) ( ) / ( ) ln ( / ),i i ig H T TS T RT p p  

где оp  — стандартное давление; о( )iH T , о( )iS T  — значения энтальпии  
и энтропии вещества i в стандартном состоянии при температуре T. 

Гораздо реже используется формулировка условий равновесия в ко-
ординатах температура–объем, в соответствии с которой для расчета 
равновесия необходимо определить координаты условного минимума 
энергии Гельмгольца: 

 1
min ( , , ), const, =const, , 1, ..., ,

0, 1, ..., .
n

N
ji i j

ix R

i

F T V x T V v x b j m

x i N
    (11) 

Энергию Гельмгольца многокомпонентной гетерогенной системы, 
состоящей из Nc однокомпонентных конденсированных фаз и Nm рас-
творов, можно представить в таком виде: 
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i j i I
F T V x G x x G RT a pV   (12) 

Для модели «идеальный газ, идеальный раствор, нулевой объем кон-
денсированных фаз», полагая, что первый раствор — газовая фаза, мно-
жество индексов веществ которой обозначены Ig, запишем 
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или в безразмерном виде 
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для веществ в конденсированном состоянии —  

 о о о( ) ( ) / ( );i i if H T TS T RT  

для газообразных веществ —  

 о о
о[ ( ) ( )]/ ( ) ln 1.i i i

RTf H T TS T RT
p V

  

Расчет термодинамических функций веществ в стандартном состоя-
нии. Для расчета значений энергий Гиббса и Гельмгольца веществ в стан-
дартных условиях необходимо знать соответствующие значения энтальпии 
и энтропии. В [12, 35] информация о термодинамических свойствах инди-
видуальных веществ приведена в виде таблиц и коэффициентов аппрокси-
мирующего полинома ai, с использованием которых температурные зави-
симости энтропии и изменения энтальпии при данной температуре можно 
рассчитать по формулам: 

 о 2 2 31 2 3 5 6 7( ) (ln 1) / 2 3 4 ;S T a a X a X a X a X a X  

 о о 2 2 32 3 4 5 6 7( ) (0) 2 / / 2 3 ,H T H T a a X a X a X a X a X  

где X = T/10000. Стандартное давление оp  равно 1 атм (101 325 Па) [12]. 
Значение полной энтальпии можно рассчитать по формуле 

 о о о о о о( ) (298,15) ( ) (0) [ (298,15) (0)],fH T H H T H H H  

где о(298,15)f H  — энтальпия образования вещества при 298,15 K. 
В базе данных NIST Chemistry Webbook (webbook.nist.gov) приведены 

коэффициенты аналогичных соотношений для аппроксимации темпера-
турной зависимости термодинамических функций: 

 о 2 3 2( ) ln( ) / 2 / 3 / (2 ) ;S T A t Bt Ct Dt E t G  

 о о 2 3 4( ) (298,15) / 2 / 3 / 4 / ;H T H At Bt Ct Dt E t F H  

t = T/1000; A, B, C, D, E, F, G, H — коэффициенты полинома. Стандартное 
давление оp  = 1 бар. 

При использовании полиномов NASA [16] значения термодинамиче-
ских функций при данной температуре вычисляются так (ai, bi — коэф-
фициенты): 
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. 

О библиотеках JuMP и Ipopt. Для реализации процедуры вычисле-
ний выбран язык программирования Julia [36] и использованы библио-
теки JuMP и Ipopt.  

Библиотека JuMP — это язык моделирования с открытым исходным 
кодом [37, 38], который позволяет пользователям формулировать широ-
кий спектр задач оптимизации (линейные, смешанно-целочисленные, 
квадратичные, коническо-квадратичные, полуопределенные и др.) с ис-
пользованием высокоуровневого алгебраического синтаксиса.  

Первые языки алгебраического моделирования (AML), предназначен-
ные для представления задач линейного программирования и других задач 
оптимизации в естественной алгебраической форме, созданы в конце  
1970-х гг. Сами языки моделирования не решают задач оптимизации, их 
цель — передать условия задачи в процедуру оптимизации. В качестве 
примера можно привести GAMS [39] и AMPL [40], два хорошо известных 
коммерческих AML, разработка которых началась в 1978 г. и 1985 г. На се-
годняшний день AMPL, GAMS и другие подобные коммерческие библио-
теки характеризуют уровень развития AML. Они широко используются  
в промышленности и в академических кругах. Данные языки очень эффек-
тивны для решения широкого класса проблем, однако имеют ряд недо-
статков. В частности, они не позволяют реализовать взаимодействие  
с процедурой оптимизации во время ее работы, которое дало бы возмож-
ность контролировать процесс решения и ускорить работу процедуры  
в том случае, когда необходимо решить ряд однотипных задач. Кроме того, 
формулировка задачи с использованием этих языков может быть доволь-
но трудоемкой. 

Библиотека JuMP дополняет список языков моделирования с открытым 
исходным кодом, в который входят, в частности, YALMIP [41], CVX [42]  
и Pyomo [43]. Эти AML встроены в языки программирования общего 
назначения и удобны для использования, однако низкое быстродействие 
таких языков, как MATLAB и Python, не позволяет использовать достоин-
ства этих AML в полной мере. Для решения этой проблемы был создан 
JuMP, который интегрирован с языком программирования Julia. 

Альтернативой AML является формулировка задачи на языке низко-
го уровня. Если задача достаточно большая, зачастую приходится иметь 
дело с разреженными матрицами, заполнение ячеек которых довольно 
трудоемко и сопряжено с появлением ошибок. Для этой цели иногда ис-
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пользуют специальные процедуры — генераторы матриц. Использование 
AML позволяет решить проблему заполнения ячеек матриц. 

При решении задач нелинейной оптимизации AML по заданным ал-
гебраическим уравнениям генерируют процедуры для точного вычисления 
производных, которые непосредственно могут вызывать библиотеки оп-
тимизации. При необходимости для вычисления производных вместо 
AML можно использовать инструменты автоматического дифференциро-
вания. 

Технические задачи, которые должен выполнять AML, можно услов-
но разделить на две части: во-первых, загрузить в память проблему,  
введенную пользователем, а во-вторых, сгенерировать входные данные, 
требуемые процедурой оптимизации в соответствии с типом проблемы. 
Обе эти задачи решает библиотека JuMP, которая использует технику  
автоматического (или алгоритмического) дифференцирования для вы-
числения производных выражений, введенных пользователем.  

Кроме градиентов функций, процедуры оптимизации часто исполь-
зуют матрицы вторых производных. Такого рода матрицы также могут 
быть вычислены библиотекой JuMP с использованием техники автома-
тического дифференцирования. 

Для решения задачи расчета равновесия в настоящей работе выбрана 
свободно распространяемая библиотека с открытым исходным кодом Ipopt 
(https://coin-or.github.io/Ipopt/index.html), предназначенная для опреде-
ления координат условного экстремума нелинейной функции многих  
переменных с использованием метода внутренней точки. Описание реали-
зованного в Ipopt алгоритма приведено в [44]. 

Реализация алгоритма расчета равновесия на языке Julia для (T, p)- 
и (T, V)-задач. Приведем тексты функций на языке Julia для расчета рав-
новесного состава с использованием библиотек JuMP и Ipopt. В качестве 
целевой функции используются энергии Гиббса и Гельмгольца, отнесен-
ные к произведению RT.  

На вход функций подается следующая информация: число элемен- 
тов (m), число веществ (k), число растворов (np), число конденсированных 
фаз, образованных одним веществом (nc), массив безразмерных значений 
энергий Гиббса или Гельмгольца веществ (g), массив индексов веществ  
в фазах-растворах ( jj), формульная матрица (A), модель для решателя 
(model). Вещества в списке упорядочены следующим образом. В его начале 
находятся конденсированные вещества, не входящие в состав растворов, 
затем следуют газообразные вещества, далее расположены компоненты 
конденсированных растворов. 
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Каждая функция возвращает равновесные концентрации веществ xi, 
числа молей фаз yj и химические потенциалы элементов j (sp). В ряде 
случаев удается лишь приближенно определить фазовый состав и равно-
весные концентрации веществ, присутствующих в системе в незначи-
тельном количестве. Для уточнения фазового состава и значений равно-
весных концентраций веществ используются соотношения (5) и (6). 

function calc_Gibbs(m,k,np,nc,g,jj,A,b,model) 
@variable(model, x[1:k] >= 0, start = 1.e-3) 
@variable(model, y[1:np] >= 0, start = 1.e-3) 
@NLobjective(model, Min, sum(x[i]*g[i] for i in 1:nc)+sum(sum(x[i]*(log(x[i]) + 

+ g[i]) for i in jj[1,j]:jj[2,j]) - y[j]*log(y[j]) for j in 1:np)) 
for j in 1:np 
@constraint(model, sum(x[i] for i in jj[1,j]:jj[2,j]) == y[j]) 
end 
@constraint(model, con, A'*x .== b) 
JuMP.optimize!(model) 
equilibrium_concentrations=zeros(k) 
for i in 1:k equilibrium_concentrations[i]=value(x[i]) end 
phase_moles=zeros(np) 
for i in 1:np phase_moles[i]=value(y[i]) end 
sp=zeros(m) 
for i in 1:m sp[i]=shadow_price(con[i]) end 
return equilibrium_concentrations, phase_moles, sp 
end 

function calc_Helmholtz(m,k,np,nc,g,jj,A,b,model)  
@variable(model, x[1:k] >= 0, start = 1.e-3) 
@variable(model, y[1:np] >= 0, start = 1.e-3) 
@NLobjective(model, Min, sum(x[i]*g[i] for i in 1:nc)+ 
sum(x[i]*(log(x[i]) + g[i]) for i in jj[1,1]:jj[2,1])+ 
sum(sum(x[i]*(log(x[i]) + g[i]) for i in jj[1,j]:jj[2,j]) - y[j]*log(y[j]) for j in 2:np)) 
for j in 2:np 
@constraint(model, sum(x[i] for i in jj[1,j]:jj[2,j]) == y[j]) 
end 
@constraint(model, con, A'*x .== b) 
JuMP.optimize!(model) 
@show objective_value(model) 
equilibrium_concentrations=zeros(k) 
for i in 1:k equilibrium_concentrations[i]=value(x[i]) end 
phase_moles=zeros(np) 
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for i in 1:np phase_moles[i]=value(y[i]) end 
sp=zeros(m) 
for i in 1:m sp[i]=shadow_price(con[i]) end 
return equilibrium_concentrations, phase_moles, sp 
end 
Вызов функции можно осуществить так: 
model = Model(Ipopt.Optimizer) 
x, y, sp = calc_Gibbs(m,k,np,nc,g,jj,A,b,model) 

Реализация алгоритма для случая, когда температура не задана. Ес-
ли температура не задана, энергии Гиббса и Гельмгольца рассчитать не-
возможно. В этом случае приходится определять корень T (температуру) 
нелинейного уравнения: 

 
1

( ) 0,
N

i i
i

Z x T z  

где Z — значение заданного параметра (энтальпия, энтропия, внутренняя 
энергия); ( )ix T  — равновесные концентрации веществ, отвечающие теку-
щему значению температуры; zi — парциальное мольное значение парамет-
ра (энтальпия, энтропия, внутренняя энергия). Если давление известно, 
расчет состава проводится с использованием процедуры calc_Gibbs,  
если задан объем — с использованием процедуры calc_Helmholtz.  
Для определения корня (температуры) используется библиотека Roots.jl 
(https://github.com/JuliaMath/Roots.jl). 

В качестве примера приведем вызов функции для расчета состава при 
заданных значениях давления и энтальпии: 

T = find1root(find_enthalpy, tmin, tmax, eps), 
tmin, tmax — верхняя и нижняя границы интервала для поиска корня; 
eps — допустимая погрешность расчета; find_enthalpy — функция, в ко-
торой по найденным значениям температуры и химического состава вы-
числяется энтальпия термодинамической системы с использованием ин-
формации о термодинамических свойствах веществ. Функция find1root 
выглядит так: 

function find1root(f,a,b,tol) 
x=find_zero(f,[a,b], atol=tol, Order1())  
return x 
end 

Тестирование. Для тестирования работы описанного алгоритма расчета 
равновесного состава написана программа на языке программирования 
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Julia (версия 1.5), сопряженная с базой данных ИВТАНТЕРМО [35],  
которая содержит сведения о термодинамических свойствах более 3300 ве-
ществ. Результаты расчетов сравнивались с результатами другой программы 
расчета равновесного состава [21, 22]. 

Расчеты выполнены для нескольких относительно простых и более 
сложных термодинамических систем, в частности для гомогенных газо-
фазных систем с возможностью ионизации и без нее, для гетерогенных 
систем с газовой фазой и однокомпонентными конденсированными фа-
зами, а также для сложных гетерогенных термодинамических систем  
с конденсированными растворами и однокомпонентными конденсиро-
ванными фазами с газовой фазой и без нее. Все задачи решены верно, од-
нако в некоторых случаях решение найти не удалось. Наиболее сложная 
задача включала в себя список веществ, образованных 22 химическими 
элементами, при этом из базы данных было отобрано и включено в си-
стему ~ 130 конденсированных веществ, из которых образованы два рас-
твора и несколько десятков однокомпонентных фаз.  

Кроме того, выполнены тестовые расчеты c традиционно сложными 
для численных алгоритмов условиями, при которых ранг матрицы огра-
ничений материального баланса становится меньше числа химических 
элементов. В качестве примера можно привести системы с одним реаген-
том, такие как H2O или CO2 в области относительно низких температур,  
в которых в равновесии присутствует фактически только одно химиче-
ской соединение, присутствие остальных продуктов реакции пренебре-
жимо мало. С этими задачами программа также справилась успешно. 

Время подготовки программы к расчету, которое включает время, не-
обходимое на загрузку библиотек и базы данных, а также время компи-
ляции программы, занимает примерно минуту (Intel Core i7-9750H,  
2.6 GHz, оперативная память 8 ГБ). При заданной температуре не-
посредственное время вычислений слабо зависит от размерности задачи  
и составляет от нескольких сотых до десятых долей секунды. Если темпе-
ратура не задана, время расчета может возрасти до нескольких секунд.  

Основные результаты и выводы. Приведены две функции, предна-
значенные для расчета равновесного состава и свойств многокомпонент-
ных гетерогенных термодинамических систем, написанные на языке про-
граммирования Julia. Указанные функции входят в состав программы, 
сопряженной с базой данных по термодинамическим свойствам индиви-
дуальных веществ ИВТАНТЕРМО, но могут быть включены в состав лю-
бой другой аналогичной программы.  
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Проведенные тестовые вычисления показали хорошую работоспо-
собность функций и сравнительно высокое быстродействие вычислений. 

Главными достоинствами предложенного кода являются его откры-
тость, компактность и простота, что позволяет встраивать его в другие 
приложения, использовать в сочетании с более сложными моделями  
(реальный газ, неидеальные растворы, равновесия с ограничениями) и   
при необходимости модифицировать. 

Расчет равновесного состава выполнен с использованием библиотеки 
Ipopt, однако универсальность языка моделирования JuMP позволяет за-
менить эту библиотеку на другую без существенной модификации текста 
программы. 
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The article considers the possibility of using the Ipopt 
optimization package for the calculating the phase 
and equilibrium compositions of a multicomponent 
heterogeneous thermodynamic system. Two functions 
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tems, written in the Julia programming language. These 
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with the IVTANTERMO database on thermodynamic 
properties of individual substances and used for con-
ducting test calculations. The test calculations showed 
that Ipopt package allows determining the phase and 
chemical compositions of simple and complex thermo-
dynamic systems with a fairly high speed. Using the 
JuMP modeling language significantly simplifies the 
preparation of the initial data for the Ipopt package, 
therefore the functions presented in this article are very 
compact. It is shown how the Ipopt package can be 
used when the temperature of the thermodynamic 
system is unknown. The approach proposed in this 
work is applicable both for analyzing the equilibrium 
of individual chemical reactions and for calculating the 
equilibrium composition of complex chemically react-
ing systems. The simplicity of the proposed functions 
allows their easy integrating into application programs, 
embedding them into more complex applications, 
using them in combination with more complex models 
(real gas, nonideal solutions, constrained equilibria), 
and, if necessary, modifying them. It should be noted 
that the versatility of the JuMP modeling language 
makes it possible to replace the Ipopt package with 
another one without significant modification of the 
program text 
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