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При разработке системы связи важное значение имеет выбранный
тип модуляции, поскольку именно он во многом определяет поме-
хоустойчивость системы и эффективность использования частотного
ресурса. При ограниченных энергетических ресурсах и высоких тре-
бованиях к экономии частотного ресурса особое значение имеет моду-
ляция с непрерывной фазой. Соответствующим подбором параметров
модулированного сигнала и выбором эффективного алгоритма демо-
дуляции можно добиться хороших характеристик как по помехоустой-
чивости, так и по занимаемой полосе частот [1, 2]. При использовании
когерентной демодуляции помехоустойчивость системы существенно
зависит от точности согласования индексов модуляции на приемной
и передающей сторонах [1, 3]. В связи с этим необходимо стабили-
зировать индекс модуляции, например, путем использования схемы
слежения на передающей стороне или путем оценки рассогласования
в индексе модуляции на приемной стороне и передачи команд кор-
рекции по обратному каналу на передающую сторону. В настоящей
работе рассмотрен метод оценки рассогласования индекса модуляции
на основе приближенного решения уравнения правдоподобия.

В рассматриваемом случае принимаемый сигнал имеет вид
[1, 4–10]

u (t) =

√
2E

T
cos

(
2πf0t+ 2πh

N∑
i=0

αiq (t− iT )

)
+ n (t) , (1)

где E — энергия полезного сигнала длительностью T , соответствую-
щего одному передаваемому символу; f0 — несущая частота сигнала;
h = h0 + Δh — индекс модуляции принимаемого сигнала; h0 — ожи-
даемый индекс модуляции; Δh — рассогласование в индексе модуля-
ции из-за нестабильности частоты генератора; {αi}, i = 1, 2, . . . , N ,
— специально введенная последовательность двоичных символов для
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оценки индекса модуляции; q (t) — фазовый импульс длительностью
L информационных символов [1, 5]; n (t) — белый гауссов шум.

Опорный сигнал на приемной стороне

s (t) =

√
2E

T
cos

(
2πf0t+ 2πh0

N∑
i=0

αiq (t− iT )

)
. (2)

Как известно, общим подходом оценки параметров сигнала явля-
ется решение уравнения правдоподобия [6–8, 11]

∂Λ (λ)

∂λ
= 0

или эквивалентного ему

∂ ln Λ (λ)

∂λ
= 0, (3)

где Λ (λ) — функционал правдоподобия относительно измеряемого па-
раметра λ.

При известных параметрах сигнала (кроме измеряемого) и помехе
типа белого гауссова шума функционал правдоподобия Λ (λ) опреде-
ляется как [11]

Λ (λ) = C exp

⎛
⎝− 1

N0

NT∫
0

[u (t)− s (t, λ)]2 dt

⎞
⎠ , (4)

где C — константа; N0 — односторонняя спектральная плотность мощ-
ности шума.

Поскольку энергия сигнала не зависит от индекса модуляции, урав-
нение правдоподобия (3) с учетом (4) сводится к виду

∂ ln (Λ (λ))

∂λ
=

∂Z (h)

∂h
= 0, (5)

где

Z (h) =

NT∫
0

u (t) s (t, h) dt (6)

— корреляционный интеграл.
Подставляя (1) и (2) в (6) и пренебрегая шумом, получаем

Z (h) =
2E

T

NT∫
0

cos

(
2πf0t+ 2πh

N∑
i=0

αiq (t− iT )

)
×

× cos
(
2πf0t+ 2πh0

N∑
i=0

αiq (t− iT )

)
dt =
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=
2E

T

1

2

NT∫
0

cos

(
2π (h− h0)

N∑
i=0

αiq (t− iT )

)
dt+

+
2E

T

1

2

NT∫
0

cos

(
4πf0t+ 2π (h+ h0)

N∑
i=0

αiq (t− iT )

)
dt. (7)

С учетом того, что h = h0 +Δh, выражение (7) приводится к виду

Z (Δh) =
E

T

NT∫
0

cos

(
2πΔh

N∑
i=0

αiq (t− iT )

)
dt+

+
E

T

NT∫
0

cos

(
4πf0t+ 2π (2h0 +Δh)

N∑
i=0

αiq (t− iT )

)
dt. (8)

Вторым слагаемым в формуле (8) можно пренебречь, поскольку
подынтегральная функция является быстроосциллирующей, и выра-
жение для Z (Δh) примет вид

Z (Δh) ≈ E

T

NT∫
0

cos

(
2πΔh

N∑
i=0

αiq (t− iT )

)
dt. (9)

При малых значениях аргумента косинус в формуле (9) можно
заменить первыми двумя членами его разложения в ряд Маклорена:

cos (x) ≈ 1− x2

2
.

Тогда при 2πΔh
N∑
i=0

αiq (t− iT )� 1

Z (Δh) ≈ E

T

NT∫
0

⎡
⎣1− 1

2

(
2πΔh

N∑
i=0

αiq (t− iT )

)2⎤⎦ dt. (10)

Далее будем рассматривать случай L = 1 (фазовый импульс имеет
длительность T ).

При указанном ограничении

Z (Δh) ≈ EN − E

T
π2Δh2

NT∫
0

(
N∑
i=0

q2 (t− iT )

)
dt−
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− 2E
T
π2Δh2

NT∫
0

(
N∑
i=0

N∑
j>i

αiαjq (t− iT ) q (t− jT )

)
dt. (11)

Первое слагаемое в выражении (11) — это значение корреляцион-
ного интеграла в отсутствие рассогласования в индексе модуляции,
второе слагаемое, зависящее только от формы выбранного фазового
импульса q (t), характеризует уменьшение значения корреляционного
интеграла из-за рассогласования в индексе модуляции, а третье сла-
гаемое — уменьшение значения корреляционного интеграла, опреде-
ляемое не только формой импульса q (t), но и видом введенной по-
следовательности {αi}, i = 1, 2, . . . , N . Таким образом, значение кор-
реляционного интеграла при рассогласовании в индексе модуляции —
это случайная величина, зависящая от последовательности символов
{αi}, i = 1, 2, . . . , N .

Из выражения (11) следует, что рассогласование в индексе моду-
ляции оказывает наиболее сильное влияние на значение корреляцион-
ного интеграла при последовательности одинаковых символов {αi},
i = 1, 2, . . . , N . При этом

Zmin (Δh) ≈ EN − 1
6
π2Δh2N3E. (12)

Анализ выражения (11) также показывает, что рассогласование в
индексе модуляции окажет наименьшее влияние на значение корре-
ляционного интеграла при последовательности {αi} чередующихся
символов вида +1,−1,+1,−1,+1, . . .. В этом случае

Zmax (Δh) ≈ EN − 1
6
π2Δh2NE. (13)

Для всех других последовательностей символов {αi}, i = 1, 2, . . . , N ,
значения корреляционных интегралов будут располагаться между зна-
чениями корреляционного интеграла для двух рассмотренных ранее
случаев. При этом математическое ожидание корреляционного инте-
грала (усреднение проводится по всем возможным последовательно-
стям символов {αi} длиной N )

M {Z (Δh)} ≈ EN − 1
4
π2Δh2EN2T +

1

12
π2Δh2EN, (14)

где M {Z} — математическое ожидание величины Z.

Для частотно-модулированного сигнала с непрерывной фазой
(ЧМНФ), когда
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q (t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 при t < 0;

t

2T
при 0 � t � T ;

1

2
при t > T,

можно найти точное выражение для значения корреляционного инте-
грала. При последовательности одинаковых символов оно имеет вид

ZminЧМНФ (Δh) ≈ EN
sin (πΔh)

πΔh
, (15)

а в случае последовательности чередующихся символов оно опреде-
ляется как

ZmaxЧМНФ (Δh) ≈ E
sin (NπΔh)

πΔh
. (16)

Точная и приближенная зависимости нормированного корреляци-
онного интеграла для ЧМНФ сигнала с h0 = 0,5 от рассогласования
в индексе модуляции в случае введенной последовательности {αi} из
восьми одинаковых символов показана на рис. 1 (кривые 1 и 2). Также
на рис. 1 приведены аналогичные зависимости для последовательно-
сти чередующихся символов (кривые 3 и 4).

Из приведенных зависимостей следует, что приближенные выра-
жения (12) и (13) на основе разложения косинуса в ряд Маклорена
хорошо согласуются с точными выражениями (15) и (16) в достаточно
широком интервале рассогласований в индексе модуляции, что гово-
рит о справедливости подхода, используемого в данной работе.

Кроме того, на рис. 1 представлены зависимость нормированного
корреляционного интеграла от рассогласования в индексе модуляции,
усредненная по всем возможным последовательностям символов, рас-
считанная по формуле (14) (кривая 5), и зависимость, полученная не-
посредственным усреднением смоделированных зависимостей (кри-
вая 6).

Важный вывод, который следует из формулы (11), заключается в
том, что зависимость корреляционного интеграла при малых рассо-
гласованиях в индексе модуляции приближенно можно представить
как

Z (Δh) ≈ EZ − AEZΔh
2, (17)

где EZ — значение корреляционного интеграла в случае отсутствия
рассогласования; A — коэффициент, зависящий от последовательности
введенных символов {αi}.

Зависимость (17) можно использовать для оценки рассогласова-
ния в индексе модуляции. Как указывалось ранее, для оптимальной
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Рис. 1. Графики зависимости корреляционного интеграла от рассогласования
в индексе модуляции (штриховые линии — точные зависимости, сплошные —
приближенные)

оценки необходимо решить уравнение (5). Приближенным методом
получения оценки является использование дискриминаторов [11, 13].
Для построения алгоритма работы дискриминатора в уравнении (5)
заменим производную на отношение конечных разностей:

∂Z (h)

∂h
=

∂

∂h

NT∫
0

u (t) s (t, h0) dt ≈

≈

NT∫
0

u (t) s (t, h0+Δh0) dt−
NT∫
0

u (t) s (t, h0 −Δh0) dt

2Δh0
=

Z2 − Z1

2Δh0
= 0,

где

Z1,2 =

NT∫
0

u (t) s (t, h0 ∓Δh0) dt, (18)

Δh0 — выбранное конечное приращение индекса модуляции. Таким
образом, дискриминатор, который выполняет приближенную оценку
индекса модуляции, состоит из пары корреляторов, настроенных на
сигналы с индексами модуляции h0 −Δh0 и h0 +Δh0.

Для получения оценки рассогласования в индексе модуляции с по-
мощью дискриминатора будем использовать подход [14], суть которого
состоит в формировании нечетной функции F (Z1, Z2), такой что

F (Z1, Z2) ≈ μZΔh,

где μZ — крутизна дискриминационной характеристики.
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Рассмотрим функцию

F (Z1, Z2) =
Z2 − Z1

Z1 + Z2
, (19)

где с учетом (17) и (18)

Z1 ≈ EZ − EZA (Δh−Δh0)2

Z2 ≈ EZ − EZA (Δh+Δh0)
2
.

(20)

После подстановки (20) в (19) находим

F (Z1, Z2) =
2EZAΔhΔh0

2EZ − 2EZA (Δh2 +Δh20)
≈ AΔh0Δh = μZΔh,

где μZ = AΔh0.
Таким образом, оценка рассогласования в индексе модуляции

Δĥ ≈ 1

μZ
· Z2 − Z1

Z1 + Z2
. (21)

В ходе процедуры оценки по выражению (21) последовательность
{αi} может меняться. Так, в начале процедуры, когда неопределен-
ность рассогласования велика, можно использовать последовательно-
сти символов, при которых зависимость корреляционного интеграла от
рассогласования в индексе модуляции минимальна (например, после-
довательность чередующихся символов +1,−1,+1,−1,+1, . . .). При
этом диапазон измерения рассогласования в индексе модуляции будет
большой, а точность оценки невысокой из-за низкой крутизны дис-
криминационной характеристики. В конце процедуры оценки можно
использовать последовательность одинаковых информационных сим-
волов для получения высокой точности. При такой процедуре оценки
в два этапа введение специальной последовательности не требуется,
поскольку на первом этапе можно использовать последовательность,
введенную в сообщение для тактовой синхронизации, а на втором
этапе — последовательность, введенную в сообщение для частотной
синхронизации.

Кроме того, как следует из выражений (10) и (11), значение кор-
реляционного интеграла при рассогласовании в индексе модуляции в
общем случае зависит от числа обрабатываемых символов. Например,
с учетом (12) коэффициент A в формуле (17) для случая последова-
тельности одинаковых информационных символов будет определяться
выражением

A =
1

6
π2Δh2N2,

и, следовательно, чем длиннее введенная последовательность симво-
лов {αi}, тем больше уменьшение значения корреляционного интегра-
ла при фиксированном рассогласовании в индексе модуляции по срав-
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нению со случаем без рассогласования. Это приводит к увеличению
крутизны дискриминационной характеристики и, соответственно, к
повышению точности оценивания рассогласования в индексе модуля-
ции. Однако при этом диапазон измерения рассогласований в индексе
модуляции сужается.

В случае, когда для оценки рассогласования в индексе модуляции
в сообщение не вводится специальная последовательность, для фор-
мирования опорных сигналов можно использовать демодулированные
символы. При этом необходимо по демодулированным символам рас-
считывать коэффициент A и использовать выражение (21) для оценки
рассогласования в индексе модуляции.

В целях нахождения основных статистических характеристик
оценки (21) было проведено имитационное моделирование. Для оцен-
ки рассогласования в индексе модуляции ЧМНФ-сигнала с h0 = 0,5
использовалась последовательность {αi} длиной 256 символов, кото-
рая задавалась следующим образом:

αi =

⎧⎨
⎩
0, если i = 0 (mod3) ;

0, если i = 0 (mod17)

1, иначе

Корреляторы в дискриминаторе имели расстройки в индексах мо-
дуляции Δh1,2 = ±0,004 от ожидаемого значения. Зависимости сигна-
лов на выходах обоих корреляторов, нормированных к энергии прини-
маемого сигнала, от рассогласования в индексе модуляции показаны
на рис. 2.

Рис. 2. Зависимости сигналов на выходах корреляторов от рассогласования в
индексе модуляции принимаемого сигнала
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Рис. 3. Зависимость математического ожидания оценки рассогласования в ин-
дексе модуляции от рассогласования в индексе модуляции:

1 — моделирование при
E

N0
= 10 дБ; 2 — идеальная зависимость

Зависимость математического ожидания оценки рассогласования в

индексе модуляцииM
{
Δĥ
}
от рассогласования в индексе модуляции

Δh для отношения энергии бита к спектральной плотности мощности
E

N0
= 10 дБ показана на рис. 3, из которого видно, что в диапазоне рас-

согласования в индексе модуляции от −0,005 до 0,005 математическое
ожидание оценки Δĥ практически совпадает с истинным значением
рассогласования в индексе модуляции Δh.

На рис. 4 приведены зависимости среднеквадратического откло-
нения (СКО) оценки рассогласования в индексе модуляции σΔĥ от
значения рассогласования в индексе модуляции Δh при различных
отношениях E/N0.

Таким образом, рассмотрен метод оценки рассогласования в индек-
се модуляции для сигнала с непрерывной фазой. Получены аналитиче-
ские зависимости значения корреляционного интеграла при наличии
рассогласования в индексах модуляции от последовательности симво-
лов αi и исследованы два крайних случая: наименьшей и наибольшей
зависимости значения корреляционного интеграла от расcогласования
в индексе модуляции. Путем имитационного моделирования получе-
ны зависимости СКО оценки от рассогласования в индексе модуляции
при фиксированных отношениях сигнал-шум. Описанный в настоящей
статье метод оценки индекса модуляции может быть использован для
точной подстройки индекса модуляции в системах передачи информа-
ции с частотно-модулированными сигналами. Полученное выражение
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Рис. 4. Графики зависимости среднеквадратичного отклонения оценки рассо-
гласования в индексе модуляции от рассогласования в индексе модуляции при

различных отношениях
E

N0
:

1 –
E

N0
= 5 дБ; 2 —

E

N0
= 10 дБ; 3 —

E

N0
= 15 дБ

для оценки индекса модуляции является удобным для изучения точ-
ностных характеристик оценки индекса модуляции в системах связи с
когерентной демодуляцией.
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